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TEMA 4 — RESOLUCION DE SISTEMAS MEDIANTE DETERMINANTES

Resolucion de sistemas: Regla de Cramer y Teorema de Rouché-Frobenius

EJERCICIO 1 : Resuelve, aplicando la regla de Cramer, los siguientes sistemas:

a) —X+3Y=—5} b) —x+2y-z=0 c) 2X—Y=0} d x+y-z=2 e) —X+4Y=—6}
X+y=1 X-3y+z=-3 3x+y=5 —X+2y+z=4 2x—-3y =7
2X+y-z=1 3X+y+2=6

f) x-2y+z=-3] g —3x+2y=3} h)y 2x-y-z=0 ] i) 3x+2y=—5} ) x+2y-z=1
2X+3y-2=3 2x-y=-1 —X+2y+z=1 5x+y=1 -3X+y+2=-5
X-y+32=6 X-3y—-2z=-3 X-y+3z=5

Solucidn:

a) -x+3y=-5](-1 3 |-5 -1 3 . . . . .

- }( | J; Az( J; |A|=—4¢0:>S|stemaCompat|bIe Determinado = Existe una solucion
X+y=1 1 11 1 1
‘—5 3‘ ‘—1 —5‘
X = t 1 =_—8=2; y=#=i=—1 La solucion del sistema es: (x,y) = (2,-1)
-4 -4 -4 -4

b) —x+2y-z=0 -1 2 -1}0 -1 2 -1
x-3y+z=-3} |1 -3 1 5—3; |JAl=| 1 -3 1 |=-3+0= Sistema Compatible Determinado = Existe 1 sol.
2x+y-z=1 2 1 -111 2 1 -1
0 2 -1 -1 0 -1 -1 2 0
-3 -3 1 1 -3 1 1 -3 -3
1 1 -1 -4 4 2 1 -1/ _g9 2 1 1 ~14 14

X=—————=—=—, y=————=—2=3, 2= = =—

-3 -3 3 -3 -3 -3 -3 3

Lasolucion del sistemaes: (x,y,z) = [% \3, %J

c) 2x-y=0](2 -1i 0 2 -1 _ _ _ _ g
) y } ( : J ;A =( j ; |A| =5+ 0 = Sistema Compatible Determinado = Existe una solucion

3X+y=5 I_S___Ll 5 3 1
0 -1 2 0
5 1 5 3 5| 10 . .
X :T :E =1; vy :T = r =2 La solucién del sistema es: (x,y) = (1,2)

d x+y-z=2] (1 1 -1}2 1 1 -1
|
-X+2y+z=4f [-1 2 1] 4/|; |A|=[-1 2 1 |=12=0 = Sistema Compatible Determinado = Existe 1 sol.
|
|
I

3X+y+z2=6 3 1 1116 3 1
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
4 2 1 -1 4 1 -1 2 4
6 1 1 12 3 6 1 24 3 1 6] 12
X=———="—=1, y=—— = =2;7="—— =" =
12 12 12 12 12 12

La solucion del sistema es: (x,y,z) = (1,2,1)

e) —X+4y=-6|(-1 4 -6 -1 4 . . . .
! ;o A= ; |A| =-5% 0 = Sistema Compatible Determinado = Existe una sol.
|

2x -3y =7 2 -3,7 2 -3

-6 4 -1 -6

7 -3] -10 2 7 5 . .
X=—r———=—+=2; = =—=-1 = Lasolucion del sistema es: (x,y) = (2,1)

-5 -5 YT T s
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f) x-2y+z=-3] (1 -2 1 |-3 1 -2 1
2x+3y-z=3 2 3 —1§ 3 |; |A|I=|2 3 -1|=17=0 = Sist. Compatible Determinado = Existe 1 sol.
X-y+3z=6 1 -1 316 1 -1 3
-3 -2 1 1 -3 1 1 -2 -3
3 3 -1 2 3 -1 2 3 3
6 -1 3 _15_ 1 6 3 45 1 -1 6 54
= 17 B Y5Tw o Tw Yt T o Tw
Lasolucion delsistemaes: (X,y,z) = 15 4 54]
17 1717

53
RS Pt 3)

3 2
( _J ? |A| =-120 - gsjst. Compatible Determinado = Existe 1 sol.

2X -y =— -1 1
3 2 -3 3
-1 -1 -1 2 -3 L, .
X=— =1, y=——=—=3 La soluciéon del sistema es: (x,y) = (1,3)
1 1 -1 -1
hy 2x-y-z=0 2 -1 -1} 0 2 -1 -1
|
-X+2y+z=1 ; |-1 2 1! 1|; |Al=|-1 2 1 |=-2%0= Sist. Compatible Determinado = Existe 1 sol.
x-3y-2z=-3 (1 -3 -21-3 1 -3 -2
0 -1 -1 2 0 -1 2 -1 0
1 2 1 -1 1 1 -1 2 1
-3 -3 -2 _— 1 -3 -2 1 -3 -3] -
x=—=—2=1; y=—=i=0;2=—=—4=2
-2 -2 -2 -2 -2 -2

La solucion del sistema es: (x,y,z) = (1,0,2)

i) 3x+2y=-5|(3 2 |-5 3 2 . . . L
) y | : |A| = ; |A| = -7 # 0= Sistema Compatible Determinado = Existe una solucion
5x+y=1 5 1.1 51
-5 2 3 -5
1 1 -7 5 1 28 . .
X = = =1; y= =—=-4 La solucion del sistema es: (x,y) = (1,-4)
-7 -7 -7 -7
) x+2y-z=1 1 2 -1;1 1 2 -1

|
|
-3x+y+z=-5} |[-3 1 1 i—5; |A|l=|-3 1 1 |=22+0= Sist. Compatible Determinado = Existe 1 sol.
|
|
I

X-y+3z=5 1 -1 31!5 1 -1 3
1 2 -1 1 1 -1 1 2 1
-5 1 1 -3 -5 1 -3 1 -5
5 -1 3 44 1 5 3 0 1 -1 5 22
X=r—r-———— —=—=2; y=——— = =0;2=—————=—>=
22 22 22 22 22 22

La solucion del sistema es: (x,y,z) = (2,0,1)

3x -4y +z=1
- , . .. . -X+2y -z=3
EJERCICIO 2 : Utiliza el teorema de Rouché para estudiar la compatibilidad del los siguiente sistema: ;7
X-y =2
Solucidn:
-1 2 -113 -1 2 -1|3 -1 2 -1
3 4 1|1 0 2 -2|10 0 2 -2|10 RangoA =2
- ~ ~ = | RangoA* = 2 | = Sistema Compatible Indeterminado.
1 0 -17 0 2 -2|10 0 0 O
N°Incog =3
1 -1 012 0 1 -1|5 0 0 0O
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Discusion y resolucion de sistemas con pardmetros

EJERCICIO 3 : Discute los siguientes sistemas, segun los valores del parametro:

X-y+2z=1 X+y+z=1
mx+y=2-2m
a) {2x+y+az=0 C) sX+2y+2z=1
X+my=m-1
X+y-z=a x+(a+1)/+2az=—7
Solucidn:
1 -1 2
a) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: A=2 1 a | — |A|=—2a—1
1 1 -1

|A|=0 —» -2a-1=0 - a=_?1

eSia= _?1 — |A]#£0 — ran(A)=ran(A)=n2 incognitas=3 = El sistema es compatible determinado.

1 -1 2 1 1 -1 211 1 -1 2|1 1 -1 2|1
oSia=_71,queda:A'= 2 1i ~1/2| 0 —>(4 2 -1|0|=|/0 6 -9|-4|~|/0 6 -9|-4
11 -1 |-1/2 2 2 -2|-1) (0 4 -6|-3) 0 0 -0 1
RangoA =2 . .
= Sistema Incompatible
RangoA* =3

b) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:
m 1 2 2 2 m=-1
A= - |Al=m°-1=|A|=0 > m°-1=0 - m°=1 -
1 m m=1
e Sim=-1y m=#1 = ran(A)=ran (A') =n°incdégnitas = 2. El sistema es compatible determinado.

. - 4 -1 114 RangoA =1 . . .
e Si m=-1, queda: - = = El sistema es incompatible.
1 -1]-2 0 0|2 rangoA* = 2
. 1110 1 110 RangoA =1 . .
e Si m=1, queda: ~ = = Sistema Incompatible
110 0 00 RangoA* =2
c) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:
1 1 1
A=[1 2 2| > |Al=a-1=]A|=0 =a=1
1 (@+1) 2a

e Siaz1 = ran(A)=ran(A) =n2incdgnitas = 3. El sistema es compatible determinado.

1111 1111 11 1)1
e Sia=1 = Queda:A'=|1 2 2| 1 |~ 11 0 |~|0 0
1 0

RangoA =2
11 :{ g
12 2|-7 -8 0 0|-8

= El sistema es incompatible.
RangoA* =3

01
01

EJERCICIO 4 : Discute, y resuelve cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones en funcion del parametro:

x-2y=1 —X+Ay+2z=-1 X-y+az=1
a) 1 —6x+4y = -2 b) 2x+Ay-z=2 C) x+ay+z=1
x+Kky=2 AX-y+2z=-1 X -z=1
Solucidn:
a)
3 =21 3 -2 1 )
-6 4 |-2|=|]0 0 0 -3k-2=0= k=%

1 k| 2 0 -3k-2|-5

Si k= _?2 — ran(A)=ran(A")=n2 incgnitas = 2. El sistema es compatible determinado.
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‘1 —2‘ ‘3 1‘
k 12
Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer: x = = k+4 ;Y= = Solucién : (x,y)=[k+4 ; > ]
3k+2  3k+2 3k+2 3k+2 3k+2 3k+2
. -2
* Si K=—, queda: 3 -2 |1} (3 -2|1) (3 -2|1 RangoA =1 ) ) )
3 A'= ~ ~ = = El sistema es incompatible.
1 -2/3]2 3 -21|6 0 0|5 RangoA* =2
-1 A 2
b) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:A=| 2 A -1| — |A|=—3k2—6%—3=—3€2+27»+1)—3(7»+1)2
Ao -1 2
A=0 - ar=-1
- X+Ay+2z=-1
) Si A#-1 — Elsistema es compatible determinado 2x +Ay-z=2
AX-Yy+22=-1
-1 x 2 -1 -1 2 -1 a2 -1
2 r -1 2 2 -1 2 A 2
-1 -1 2 1 Ao=1 2 1 Ao=1 -1 -
= = VY= = ;2= =
—3(+1p A+l —3(+1f A+l —3(+1f A+l

-1 -1} 2]-1) (-1 -1 2|-1 RangoA =2
|
. Si A=-1, queda:| 2 -1! -1| 2 |=| 0 -3 3| 0 |=|RangoA*=2|= Sistema compatible indeterminado

—_——————

-1 -1 2]-1 0 0 0]O N°Incog =3

-X-y+2z=-1
_y+2=0 = Ungradodelibertad: z=a,y=a, x=1+ a= (X,y,2) = (1+a, o, ) Vo € R
1 -1 a
c) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: A=|1 a 1| — |A| =-a%-a-2%0 para cualquier valor de a.
1 0 -1

Por tanto, ran (A) = ran (A’) = nQ incégnitas = 3. El sistema es compatible determinado. Para cada valor de a, tenemos un sistema
diferente, todos ellos tienen solucién Unica. Lo resolveremos aplicando la regla de Cramer:

1 -1 a1
1 a 11| - |A=-a?-a-2
1 0 -1|1
1 -1 a 11 a 1 -11
1 a 1 11 1 1 a 1
1 0 -1 L 11 -1 0 1 0 1 0
" —a2-a-2 Y —a2-a-2 ’ —a%-a-2

Cada uno de los sistemas que obtenemos, para cada valor distinto de a, tiene como solucién unica (x,y,z) = (4, 0, 0).

EJERCICIO 5 : Estudia, segun los valores del parametro a, el siguiente sistema homogéneo. Resuélvelo en los casos en los
4x -4z=0

gue sea posible:<x—-y+az=0

X+ay+z=0
Solucion:
(Hemos simplificado 10 -1
Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: la1® ecuacién, A=|1 -1 a - | A | -a%-a-2= —€2 +a+ 2)
dividiéndo la entre 4). 1 a 1
—1+41- . L, .
|A|=0 - a :Tg — Notienesolucion — |A|=0 paracualquier valor dea

Por tanto, como el sistema es homogéneo, tiene como solucién Gnica x =0, y=0,z =0, cualquiera que sea el valor de a.
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EJERCICIO 6 : Discute el siguiente sistema, segiin los valores del parametro a. Resolverlo cuando sea compatible
2X+ay+4z=2
indeterminado: ax+2y+6z=0
4x+2ay+10z =a

Solucion:
2 a 4

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: |A| =la 2 6|=-2a%2+8=0 > a=%2
4 2a 10

eSi a2 ya=-2 — Elsistemaes compatible determinado.
2 2 4|2 2 2 4|2 2 4|2 RangoA =2

2

eSia=2,queda:|2 2 6|0~ 0 0 2[-2|~|0 0 2 |-2|=|RangoA*=2 = Sistema Compatible
4 4 10| 2 0 0 2]|-2 0 0 0]O0 N°Incog =3

Indeterminado = Existen infinitas soluciones

X+y+2z=1 .
N = Un grado de libertad: z=-1,y= o, x=3 - o = (X,y,2) = (3-a,,0,-1) Va € R
2 1-2 44 2 2 -2 4] 2) (2 -2 4] 2
. . I I RangoA =2 . .
eSi a=-2, quedaria:l -2 ! 2 6!/ 0 |=/0 0 2|2 |=/0 0 2|2 |= = Sistema Incompatible
——————— rangoA* =3
4 -4 10|-2 0 0 2|-6 0 0 0|-8

EJERCICIO 7 : Discute el siguiente sistema de ecuaciones, segun los valores del parametro a. Resolverlo en el caso a = 3:
X+y+az=1
ax+y+az=3
x+ay+(a+ 2)z =1

Solucién:
11 a

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: A=|a 1 a | — |Al=a®-2a2-a+2=@-1fa+1)a-2)
1 a a+2

A=0 - a=1 a=-1 a=2
eSi a1l a#-1y a=2 — Elsistemaes compatible determinado.

11 1|1 111
. RangoA =2 . .
eSia=1 queda:i|1 1 1|{3(=|0 0 0|2|= = Sistema Incompatible
RangoA* =3
11 3|1 0 0 2
1 1 -1|1 1 1 -1|1 1 1 -
. . RangoA =2 .
eSi a=-1, quedaria:|-1 1 -1| 3 |~| 0 2 =24 |~ 0 2 -2 4 |= = Sistema
RangoA* =3
1 -1 1|1 0 -2 2|0 0 0 0] 4
Incompatible
11 2]1 1 1 2|1 1 1 2
. RangoA =2 . .
eSia=2 queda:;|2 1 2|3|=|0 -1 -2|1|=0 -1 -2|1|= = Sist. Incompatible
RangoA* =3
1 2 4]1 0 1 2|0 0 0 0|1
X+y+3z=1| x=1
eSi a=3, queda:3x+y+3z=3}; y=0
X+3y+5z=1| z=0

EJERCICIO 8 : Estudia el siguiente sistema homogéneo, segin los valores del parametro m; y resuélvelo en los casos en los
X+3y+2z=0
gue resulte ser compatible indeterminado: X+my+2z2=0
2x+@B+mly+4z=0
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Solucidn:

1 3 2

1 m  2/=0= No podemos aplicar Cramer
2 3+m 4

12 3 |0 12 3 |0

12 m |0|=|0 0 mMm-3|0(=m-3=0=>m=3
2 4 3+m |0 0 0 m-3]|0

eSi m=3,queda:x+3y +2z2=0 —> x=-3y-2z

El sistema es compatible indeterminado, con soluciones: x=-3A-2u; y=2; z=p, con A,ueR
e Si m#3 — Elsistema es compatible indeterminado.y =0,z=a, X = - 2o = (X,y,2) = (-2a,, 0,0) Vo € R

EJERCICIO 9 : Estudia, en funcion de a y b, el siguiente sistema de ecuaciones. Resuélvelo en los casos en los que sea
X+ay—-z=2
compatible indeterminado: ax — 2y + 2z = -1

2x-y+z=D>b
1 a -1
Solucion:Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: A=|a -2 2 — |A|=—a2+5a—4=0 {:fi
2 -1 1
e Siax1ya=#4 — Elsistemaescompatible determinado, cualquiera que sea el valor de b.
1 1) -1] 2 1 1 -1| 2 1 1 -1| 2
e Sia=1, queda:A'=|1 -2! 2| 1| ~[0 -3 3| -3 |s[0 -3 3|-3|> b=1
21 100 0 -3 3|b-4) (0 0 0 |b-1

-Sia=1yb#1l — ran(A)=2=ran(A’)=3. Elsistema seria incompatible.
-Sia=1y b=1 — ran(A)=ran (A’)=2<n2incognitas. El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos:
X+y-z2=2
{ y 1 = Ungradodelibertad:z=0o,y=o+l,x=1= (xy,z) = (1,1+a,a) Va € R
_y+Z [
1 4 -1| 2 1 4 -1] 2 1 4 -1 2 L
e Si a=4, queda: A'=| 4 —2i 2|-1|=|0 -18 6| -9 |»|0 -18 6 -9 - —2b—1=0—>b=_?

—_——————

2 -1 11|hb 0 -9 3|b-4) {0 0 O0|-2b-1

-Sia=4yb= _?1 — ran (A)=2=ran (A")= 3. Elsistema seriaincompatible.

-Sia=4yb= _?1 — ran(A)=ran (A')= 2 < n° incégnitas

. Lo . X+4y—-z=2 . 3+2a a
El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos: = Un grado de libertad: z=a, y = X=E ==
—-6y+2z=-3 6 3
o 3+2a
X,VY,2)=|-——,——,d Y a eR
(x,y.2) [ R j

EJERCICIO 10 : Estudia el siguiente sistema segun los valores de los parametros que contiene. Resuélvelo en los casos en los
—-X+y+z=p
gue sea compatible determinado: 2x-y+z =2

X+Ay+2z=3
Solucidn:
-1 1 1
Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:A=| 2 -1 1| — |A| =3r=0 —> A=0
1 A 2

eSi A0 — El sistema es compatible determinado. Para cada valor de A =0 y cada valor de p, tenemos un sistema diferente,
cada uno de ellos con solucion Gnica. Lo resolvemos:
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p 1 1 -1 p 1 -1 1 pu
2 -1 1 2 21 2 -1 2
« = 3 1 2 :2+2x—2p—xp;y: 1 3 2 :3—3},L:1—},L;Z: 1A 3| —1+2+p+2p
3 3 3 3 A 3 3
-1 111w} (-1 1 1] n -1 11| p
e Si A=0, queda: A'=| 2 _1i 112/~ 0 1 3[2+2u|~| 0 1 3|2+2u| — 1-p=0->p=1

—_——————

1 0 2/3 (0 133+u) (0 00| 1-p

Sia=0ypu=1 — ran(A)=ran(A’) =2 <n%incognitas. El sistema es compatible determinado.
SiA=0y u#l — ran(A)=2=ran (A’)=3. Elsistema es incompatible.

EJERCICIO 11 : Discute el siguiente sistema de ecuaciones, seguin los valores de los parametros que contiene. Resuélvelo en

2X+y =3
. . X=a
los casos en los que sea compatible determinado:
5x+y =3+b+2a
x=Db
Solucidn:
2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3
1 -1 2a-— -1| 2a- -1| 2a-
0 a ~ 0 a-3 ~ 0 a-3 ~ 0 a-3 =2b-2a=0=b=a
5 1|3+b+2a 0 -3|2b+4a-9 0 0 |2b-2a 0 0 |2b-2a
10 b 0 -1 2b-3 0 0 |2b-2a 0 0 0
Si a=b = Rango A = Rango A" = N° Incégnitas = 2 = Sistema compatible determinado = Existe una solucion
2X+y =3
=y=3-2a,x=a=(x,y)=(a,3-2a)
-y=2a-3

Si a#b = Rango A = 2= Rango A" = 3 = Sistema Incompatible = No tiene soluci6n

EJERCICIO 12 : Estudia el siguiente sistema, en funcion de a y b. Resuélvelo en los casos en los que sea compatible

X-y+az=1
indeterminado: 2x+y+az = 3
X+2y—-az=>b
Solucidn:
1 -1 a
Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:A={2 1 a | — |A| =-3a=0 —» a=0
1 2 -a

e Si a0 — Elsistema es compatible determinado, cualquier que sea el valor de b.
1 -1,0]1 1 -1 0] 1 1 -1 0| 1
e Sia=0, queda:A'=|2 1 i 0/3[=|/0 3 0| 1 |»|0 3 0| 1 [=>b-2=0=>b=2
7 2 olb) o 3 ofb-1) (0 0 0|b-2
-Sia=0y b#2 — ran(A)=2=ran (A’)=3. El sistema es incompatible.
-Sia=0yb=2 — ran(A)=ran(A’) =2<nincégnitas. El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos:

—y=1
=y :>y=1,x=i,2=oc:>(x,y,z)=[f,1,a] Yo eR
y=1 3 3 3'3

EJERCICIO 13 : Discute, en funcion de A y p, el siguiente sistema de ecuaciones. Resuélvelo en los casos en los que sea

X+Yy+Az=2
compatible determinado: — X+ 2y — Az = -2
X+4y+z=p

Solucioén:
1 1 X

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: A=| -1 2 -1 | — |A| =3-3v=0 —> A=1
1 4 1



Tema 4 — Resolucion de sistemas mediante determinantes — Matematicas |1 — 2° Bachillerato

e Si A#1 — Elsistema es compatible determinado, cualquiera que sea el valor de .
Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

2 1 A 1 2 A 1 1 2
-2 2 =X -1 -2 -x -1 2 -2
co P 4 1 :6—3xp:2—xp; o 1 _0:7- 1 4 p] 3u-6_pn-2
3-3L 3-3\ 1-A 3-3L 3-3\ 3-3n 1-X
La solucion es [2_}”“, 0, “—_2]
1-A 1-A

1 17 1|2 1 11| 2 1 11| 2
e Si A=1, queda:A'=|-1 Zi -1/ -2|=|0 3 0| 0 |»/|0 3 0| O |[==u-2=0 > pu=2
1 4 1| u 0 3 0|pu-2 0 0 0|pu-2

-SiA=1lypu#2 — ran(A)=2=ran (A’)=3. Elsistema es incompatible.
-SiA=1lypn=2 — ran(A)=ran(A’)=2.<n®incdgnitas El sistema es compatible indeterminado.

EJERCICIO 14 : Estudia los siguientes sistemas, segun los valores de los parametros que contienen:

3x-y+z=Db X—-2y+Az=5 X—-2y+az=>b X+y—-z=p Xx—ay+z=>0b
a) —2X+y-z=-3 Db) - x+y-Az=-4; ) 3x+y+az=>5 d) -x+2y+z=0 e) 2x+ay-z=2
4x—-ay+z=Db X—-4y+z=yp X+5y—-az=>5 X+Ay—z=3u —-X+ay+2z=2
Solucidn:
3 -1 1
a) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: A=|-2 1 -1| — |A|=—a+1=0 - a=1
4 -a 1
e Si a1 — Elsistema es compatible determinado, cualquier que sea el valor de b.
3 -1} 1| b 3 -1 1 b 3 -1 1 b

e Sia=lqueda|-2 1! -1|-3|~/0 1 -1[-9+2b|~[0 1 -1|[-9+2b|>b-3=0 — b=3
4 21 1] 0b 0 1 -1| b-6 0 0 0| b-3
e Sia=1yb=3 — ran(A)=ran(A")=2.El sistema seria compatible determinado.

e Sia=1yb#3 — ran(A)=2=ran(A’) =3. El sistema seria incompatible.

Q

1 -2 A
b) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: A= -1 1 -A| — |A| =1-1=0 —> Ar=1
1 -4 1
eSi A#1 — Elsistema es compatible determinado, cualquiera que sea el valor de p.
1—2515 1 -2 1] 5 1 -2 1| 5

eSi A=1, queda:| -1 1! -1|-4|=|0 -1 0| 1 [=|0 -1 0| 1 |>pu-7=0-> p=7

1 -4 1|p)lo-20|p-5 (0 0 0fp-7

eSi =1y pu=7 — ran(A)=ran(A’)=2>n2incognitas, el sistema seria compatible determinado.
eSi A=1yu=#7 — ran(A)=2=ran(A") =3. Elsistema seria incompatible.
c) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:
1 -2/ a 1 -2 1
A=l 31 i a | — |A| =a3 1 1|=0, paracualquiervalorde a.
1 5 -a 1 5 -1

1 5 -a|5 1 5 -a| 5 1 5 -al| 5
3 1 a |5|=|0 -14 4a|-10(=|0 -14 4a | -10
1 -2 a|b 0 -7 2a|b-5 0 0 0 |-2b

¢Si b=0 — ran(A)=ran (A’) = 2. El sistema seria compatible indeterminado, cualquiera que fuese el valor de a.
eSi b0 — ran(A)=2=ran (A’)=3. El sistema seria incompatible.

=-2b=0=b=0

11 -1
d) Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes: A=| -1 2 i 1 - |A| =0 paracualquier valorde A

—_—————a

1 a2 -1
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-1 1 2|0 -1 -1 1 0 -1 -11 0
1 -1 1|jpuf=0 O 3 wi={ 0 0 3 u SAu-7u=0=>purh-7)=0
1 -1 A3 0 0 2A+2|3u 0 0 O|Au-7u

eSin=0 — ran(A)=ran (A’) =2. Elsistema seria compatible determinado, cualquiera que fuese el valor de A
eSiA=7 — ran(A)=ran (A’)=2. Elsistema seria compatible determinado, cualquiera que fuese el valor de p
eSi nz0y A#7 — ran(A)=2=ran(A’) =3. Elsistema seria incompatible.

-1 2 a2 -1 2 a 2 -1 2 a 2
e)|2 -1 a |2|=|0 3 3| 6 |»|0 3 3| 6 |[=>-a=0=a=0
1 1 -a|b 0 3 2a|b+2 0 0 -a|b-4
1 -a 1 1 -1 1
Estudiamos el rangodeIamatrizdeIoscoeficientes:|A|= 2 a -1ll=a 2 1 -1|=9%=0 —> a=0
-1 a 2 -1 1 2

e Si a0 — Rango A=Rango A* = N° Incdgnitas = El sistema es compatible determinado, cualquiera que sea el valor de b.
eSia=0yb=4 — ran (A)= ran (A')= 2.# N°Incdgnitas El sistema seria compatible indeterminado.

e Sia=0yb#4 — ran(A)=2=ran(A’) =3. El sistema seria incompatible.

Existencia y célculo de la inversa de una matriz

EJERCICIO 15
x -1 1

a) Calculael valor de x paraque lamatriz A tengainversa:A={1 x 0 b) Halla A" para x = 2.
x 0 1

Solucion:

-1

a) Para que exista A" es necesario y suficiente que |A|= 0. Calculamos |A|:

|A] =10 paratodo x. Por tanto, existe Al cualquiera que sea el valor de x.
2 -11
b) Para x=2, queda:A={1 2 0| — |A|=1
2 0 1
2 1 -4 2 -1 -4 2 1 -2
Hallamos A1 enestecasozajj=| -1 0 2| — Adjd)=| 1 0 -2| -» [AdiA)f=-1 0 1| >
-2 -1 5 -2 1 5 -4 -2 5

2 1 -2
ﬁ[Adj(A)](z -1 0 1|=A"

-4 -2 5

l+a 1 1
EJERCICIO 16 : Calcula, si es posible, la inversa de la matrizzA=| 1 1 1|Paraloscasosenlosque a=2y a=0.
1 1+a a
Solucidn:
311
Para a=2, queda:A={1 1 1
1 3 2
Entonces, |A|=—2. En este caso, si existe A™. Lacalculamos:
-1
-1 -1 2 -1 1 0 2 2
AdA)=|1 5 -8] > (AG@) =|-1 5 -2| »AL-L(adi(a)) = 1 -5
0 -2 2 2 -8 2 |A| 2
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111
Para a=0, queda:A=|1 1 1| Como lasdos primerasfilasson iguales, |A|=0. Por tanto, en este caso, no existe A™.
110

EJERCICIO 17
Ao =1 2

a) Calcula para qué valores de A existe lainversa de lamatrizz:A=| 2 A -1 b) Calcula Al para A =0.
-1 2 2

Solucion:

a) Lacondicion necesaria y suficiente paraque exista AL es que |A| #0.

A -1 2
Calculamos el determinante de A: [A|=| 2 & -1|=232 +40-1+24+2% +4=3)2 + 61 +3=3(. +1f
-1 » 2
Al=0 - 30+ =0 - A+l=0 — Ar=-1 Por tanto, existe A~ para A # 1.
0 -1 2 0 -3 0 0 21
b) Para =0, lamatrizes:A=| 2 0 -1| - Adj(A)=|2 2 1| -» (Ad@)=[-3 2 4
-1 0 2 1 4 2 0
0 21
|A|=3:>A’1=i(Adj(A))t=1 -3 2 4
A o 12
EJERCICIO 18
a -1 -1
a) Encuentralos valoresde a paralosque lamatrizzA=| -1 a 1 |noesinversible. b) Calcula Al para a=2.
a-2 2 2
Solucién:

a) Lacondicion necesariay suficiente paraque exista Al es que |A| #0.

a -1 -1
Calculamos el determinante de A: [A|=| -1 a 1 |=2a?+2-@-2)+a-@-2)-2a-2=3%-5a+2=0 —
a-2 2 2
[ a=1
a= S 265_24 = 5;!1 azg Por tanto, la matrizno esinversible para a=1 y para a=§.
3
b) Para a=2,tenemosque |A|=4. Lamatriz A queda:
2 -1 -1 2 2 -2 2 0 1 2 0 1
A=|-1 2 1|5 AdA)=|0 4 -4| > @Adi@A) = 2 4 -1| > At=L(ad@)y=L 2 4 -1
0o 2 2 1 -1 3 -2 -4 3 |A| -2 -4 3
EJERCICIO 19:
1 1 1
a) Encuentralosvaloresde m paraqueloslamatriz A={2 1 m | noseainversible.
1 m 1

b) Calcula Al para m = 0.

Solucion:
a) Lacondicion necesariay suficiente para que exista AL es que |A| # 0. Calculamos el determinante de A:
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1 1 1
A-|2 1 m|--m2s3m-2-0 - m-=3%V9-8_-341 {m:l
1 m 1 -2 -2 m=2
Por tanto, A no es inversible para m=1 ni para m=2.
111
b) Para m=0, lamatrizes: A=|2 1 0| — |A=-2
1 01
1 -2 -1 1 -1 -1 -1 1 1
AdiA)=|-1 0 1| > @AdG@)=/-2 0 2| »> Al-L@ad@)y-=12 o -2
-1 2 -1 -1 1 -1 |A| 2 -1 1

2
EJERCICIO 20 : Comprueba que la matriz A = (a a - 1} tiene inversa cualquiera que sea el valor del parametro a 'y
- 1 a

calcula A

Solucioén:
a a2 -1

N
=a’ - ‘3\2 —1/=a2 ~a2+1=120 para cualquier valor de a
a

Calculamos el determinante de A: |A| =

Por tanto,como |A =0, existe A™ paratodo a.

Hallamos A Adj(A)z( a ) . (Adj(@)) =( a 1—a2] > A =i(Adj(A))t =( a 1—a2]
1-a% a 1 a Al 1 a
EJERCICIO 21
1 1 1
a) Estudia para qué valores de A existe lainversa de lamatrizz:A=|A 0 2 b) Calcula A™* parai =0
2 -1 A
Solucion:

a) Lacondicion necesariay suficiente para que exista Al es que |A| #0.

1 1 1
Calculamos el determinante de A:  |A|=|A 0 2 =A% -L+6=0 — k=1i'1;24=1i25 {i:j
2 -1 A
Por tanto, existe AL si A£E-3 Yy A#2
1 1 1
b) Para %,=0,lamatrizes: A=|0 0 2| — |A|=6
2 -1 0
2 4 0 2 -1 2 2 -1 2
AdjA)=|-1 -2 3| > (AdA) =4 -2 -2| > A’lzi(Adj(A))tzl 4 -2 -2
2 -2 0 003 0 A ®lo 3 o
EJERCICIO 22
1 a1l
a) Hallalos valores de a para que los que existe la matriz inversade:A=|1 1 a b) Calcula Al para a=0.
all
Solucion:
a) Lacondicion necesaria y suficiente para que exista A™ es que |A|¢O.

1 a1l
Calculamos el determinante de A:|A|=[1 1 a|=a%-3a+2=(@-1f@+2)=0 {Zilz
a 11 o
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Por tanto, existe A™1 para a=1ly a=-2.

101
b) Para a=0; queda:A=|1 1 0| — |A|=2
011
1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1
AdA)=| 1 1 1] > @adg@)={-1 1 1| 55 at-Ladga)y=i-1 1 1
11 1 1 -1 1 A 1 -1 1

Forma matricial de un sistema de ecuaciones

EJERCICIO 23 : Expresa los siguientes sistemas en forma matricial y resuélvelos utilizando la matriz inversa:

-3X+y-z=-5 X—-y+2=6 2X+3y+z=7 -X+2y-z=1
a) x+2y+z=0 b) 2x-y+z=8 C) X+y-2z=5 d 3x-y+2z=-4
2X +z=3 X—-2y+z=7 y+2z2=0 X—-y+z=-1
4x +2y —z2=6 X-2y+2z=0 X+y+z=1 X+2y—-72=-3 3x+y-2z=10
e) X +z=1 f) —x+y-z=1 g) 3x+2y =1 h) 3x+y+z=0 hy X+2y+z=5
2Xx+y+z=3 2X+y=-4 X+y+2z=2 X—y+2=2 -X +272 =-3
Solucidn:
-3 1 -1 X -5 -3 1 -1)(x -5
a) Expresamos el sistema en forma matricial: A= 1 2 1 |; X= ; C={ 0| > 1 2 y|=| 0] » AX=C
2 0 1 z 3 z 3
-3 1 -1
Calculamos |A| para ver si existe AL |A| = 2 1|=-1#0 — Existe Al
2 0 1
2 1 -4 -2 1 -3
Calculalainversade A: Adj(A)=|-1 -1 2 | - (Adj(A)f = (Adj A = 1 -2
3 2 -7 4 -2 7
-2 1
Despejamos X: AX=C — A AX=AT1c - Xx=ATc=x=[-1 1
Por tanto, la solucion del sistemaes: x=1, y=-1, z=1
1 -11 X 6 -1 1)(x 6
b) Expresamos el sistema en forma matricial A=|2 -1 1|; X=|y|; =8| — -1 1||y|=|8| - AX=C
1 -21 z 7 -2 1)\z 7
1 -11
Calculamos |A|, paraversiexiste A% |Al=|| 2 -1 1||=-1#0 — Existe AL
1 -21
1 -1 -3 1 -10 -1 1 0
Calculamos lainversade A:Adj (A)=|-1 0 1| - (Ad@A) =|-1 0 1 —>A’1=i(Adj(A))t= 1 0 -1
0 1 1 -3 1 1 |A| 3 -1 -1
-1 1 0)(6 2
Despejamos X: AX=C — ATTAX=A"lc - X=Alc=Xx=/1 0 -1||8|=-1

3 -1 -1)\7 3
Por tanto, la solucion del sistema es: Xx=2,y=-12=3

2 3 1 X 7 7
c) Expresamos el sistema en forma matricia: A={1 1 -2|; X=|y|; C=|5] - |1 1 -2||y|=|5] —» AX=C
01 2 z 0 0
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Para resolverlo, despejamos X multiplicando por laizquierdapor A™: AX =C — ATAX=AC - X=AC

4 -2 1 4 -5 -7
Comprobamos que |A|=3#0 yhallamos A™% Adj(A)=| -5 4 -2| - (Ad@A)=-2 4 5| >
-7 5 -1 1 -2 -1
4 -5 -7
N A’lzi(Adj(A))tzl— 4 5
A
4 7
Obtenemos X: X=A 1C—1 }[5} }
3 0
Por tanto la solucidn del sistema es: x=1y=2;z=-1
-1 2 - X 1 -1 2 -1)(x 1
d) Expresamos el sistema en forma matricial A=| 3 -1 2 ;X= y|;C=|-4| > |3 -1 2||y|=|-4] > AX=C
1 -1 1 z -1 1 -1 1)z -1
12 -1
Calculamos |A|, para ver si existe A_1:|A|= 3 -1 2|=-120 — Existe AL
1 -1 1

1 -1 -2 1 -1 3 11 -3
Calculamos lainversade A:Adj(A)=| -1 0 1 | » (Adj(A) =|-1 0 -1 —>A’1=i(Adj(A))t= 1 0 1

3 -1 -5 -2 1 -5 |A| 2 -1 5

11 -3)(1) (-2

Despejamos X:AX=C — AAX=ATc X=Alc=Xx=/1 0 1||-4|=|0
2 -1 5)(-1) (1

Por tanto, la solucion del sistema es: Xx=-2,y=0,2z=1
6 4 2 -1\(x 6
e)Expresamoselsistemaenformamatricial:A[1 0 1|; X=ly|; C=|1| » |1 0 1]||y|=|1|] —» AX=C
z 3 2 1 z 3
4 2 -1
Calculamos |A| para ver si existe AL IAl=|1 0 1|=-3%20 — Existe Al
2 1
-1 1 1 -1 -3 2 -1 -3 2
Calculamos lainversa de : Adj(A)=[ -3 6 0 | > @Ad@A)=|1 6 -5 >At-1 @ad@)=21 6 -5
2 -5 -2 1 0 -2 |A| 310—2
-1 -3 2)(6 -3 1
Despejamos X:AX=C — AMAx-=Alc - x-Alcox-"11 6 -s|/1]==% -3|=|1
1 0 -2)I3 3 0 0
Por tanto, la solucion del sistema es: x=1y=1 x=0
f) Expresamos el sistema en forma matricial:
1 -2 2 X 0 1 -2 2)\(x 0
Sillamamos:A=|-1 1 -1|; X=|y|; C=| 1 - |-1 1 -1ljjy|=|1 —- AX=C
2 1 0 z -4 2 1 0)\z -4

Para resolverlo, despejamos X multiplicando por la izquierdapor A~ AX =C - AIAX =AC - X=A"C
1 -2 -3 1 2 0
Comprobamos que |A| =-1#0 yhallamos A Adj(A)=|2 -4 -5| — @Ad@) =[-2 -4 -1| -
0 -1 -1 -3 -5 -1
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-1 -2 0
S oAt Ladie)y=l2 4 1
A 3 5 1
-1 -2 0\ O -2
Obtenemos X:X=A1lc=| 2 4 1} 1|=]0 Por tanto, la solucion del sistemaes:x=-2, y=0, z=1
3 5 1)|-4

N O
N P
= NP
N O

11 X 1 X 1
g) Expresamos el sistema en forma matricial: A=|3 2 ; X=|y|; C= - |3 yl=|1] —» AX=C
11 z 1 z 2

Para resolverlo, multiplicamos por la izquierda por A Lax=c - Alax=alc 5 x=al
Comprobamos que |A| = -1 0 yhallamos A™

4 -6 1 4 -1 -2 -4 1 2
AdiA)=| -1 1 0| - @d@)=|-6 1 3| 5> Al-L(adia)=l6 -1 -3
-2 3 -1 1 0 -1 |A| -1 0 1
-4 1 231 1
Obtenemos X:X=A1C=| 6 -1 -3/ 1|=|-1|Por tanto, la solucion del sistema es:x = 1, y=-1,2z=1

-1 0 1)l2) (1

h) Expresamos el sistema en forma matricial:

1 2 -1 X -3 1 2 -1)x -3
A=/3 1 1]|; X=|y|; C=|0 - |3 1 1]|ly|=|0 - AX=C
1 -1 1 z 2 1 -1 1)z 2

Para resolverlo, multiplicamos por la izquierda por A Lax=c - Alax=alc 5 x=al

Comprobamos que |A| =20 y hallamos AL

2 -2 -4 2 -1 3 2 -1 3
AdA)=|-1 2 3| - (Ad@)=-2 2 -4] > At-L@adg@)-=1i-2 2 -4
3 -4 -5 -4 3 -5 A 224 3 -5

2 -1 3)(-3 0) (o0

Obtenemos X:X=Atc=1|_2 2 _a|| o [=1/_2|-| 1

4 3 —s5)l2) 22 1

Por tanto la solucion del sistema es:x=0, y=-1, z=1

i) Expresamos el sistema en forma matricial.

3 1 -2 X 10 3 1 -2)\(x 10
A=|1 2 1|, X=|y|; C=|5 - 1 2 1|yl=|5 — AX=C
-1 0 2 z -3 -1 0 2)\z -3

Para resolverlo, multiplicamos por la izquierdapor AL A'AX =A'C  —» X =ATC

Comprobamos que |A|=5=0 y hallamos AL

4 -3 2 4 -2 5 4 -2 5
AdiA)=|-2 4 -1| > @diA)=|-3 4 -5 5> Al-L@dg@)-=1-3 4 -5
5 -5 5 2 -1 5 Al 2 -1 s

4 -2 5)(10 15 (3

Obtenemos X:X=A’1C=% -3 4 -5||5 =% 5(=|1

2 -1 5)|-3 o) (o

Por tanto, la solucion del sistemaes:x=3, y=1, z=0
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Resolucion de ecuaciones con matrices
EJERCICIO 24
. . . 2 3 1 1
a) Calcula una matriz X que verifique laigualdad: A - X =B, con A= 1 y B= 1

2 2
b) ¢Verifica también la matriz X laigualdad X - A=B?

Solucidn:
a) A-X=B = Xx=Al.B
Calculamos AL (existe, pues |A| =1 0):

aj o AGA) o> RGAT > = [ad@)]f
1Al
-GG

] 2 -3 1 1 -4 5
Por tanto: X=A"" - B= . = =X
-1 2 2 - 3 -3

b) Sabemos que el producto de matrices no es conmutativo y que, por tanto, en general, M- N= N - M. Pero veamos si en este caso

. -4 5 2 3 -3 -2 - .
se cumple laigualdad. X - A = : = # B . Por tanto, X no verifica la igualdad X -A=B.

3 -3 1 2 3 3
1 -1 0 -2 -1
EJERCICIO 25 : Halla una matriz, X, talque AX+B =0, siendo:A=| 2 0 1 y B=|-4 -4
-1 1 -1 4 1
1 -1 0
Solucion: Calculamos |A paraversiexiste A™:|A|=| 2 0 1|=-2#0 — Existe Al
-1 1 -1

Despejamos X en la ecuaciéon dada: AX+B=0 — AX=-B — Alax=-A18 5 x=-A1
Hallamos la matriz inversa de A:

1 1 2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1
Adj(A)=|-1 -1 0| » (Ad@A) =1 -1 -1| - A’1=—(Ad Ay="l1 -1 1= 1 1
-1 -1 2 2 0 2 Al 2 2 2 0 -2
1 1 1)(-2 -1 —2 2
Obtenemos la matriz X: X=-A1B="/ 1 1 1 ||-4 —a|==] 2 -1 1
21220 —2)la 1) ?|-4 0
2 1 -1 6 2 1
EJERCICIO 26 : Halla X tal que AX=B, siendo:A=|0 2 3 y =5 01
11 -1 312
Solucién:
2 1 -1
Calculamos |A| para ver si existe AL |AlI=|0 2 3|=-5%#0 — Existe Al
11 -1

Despejamos X de la ecuacién dada: AX=B — Alax=A18 - x=aAlB
Hallamos la matriz inversa de

-5 3 -2 -5 0 5 -5 0 5
AAGA)=| 0 -1 —1] > (Ad@) =3 -1 6] » At-L (adia)=2t3 -1 6
5 -6 4 -2 -1 4 |A| > -2 -1 4

-5 0 5)(6 21 -15 -5 5 31 -1

Obtenemos la matriz X: X=_—1 3 -1 -6(|5 01 =_—1 -5 0 -10|=|1 0 2

-2 -1 4 31 2 > -5 0 5 1 0 -1
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EJERCICIO 27 : Halla una matriz, X, tal que AX =B, siendo: A

210 3 51
101 y B=|1 1 1
111 2 2 2

Solucion:
Despejamos X en la ecuacion, multiplicando por laizquierda por ALlax=B » Alax=A1B -5 x=aA18

Comprobamos que |A|=-2#0 y hallamos AL

-1 0 1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1
AdjA)=|-1 2 -1| » @A) =0 2 -2| »—> A’1=X(Adj(A))t=§ 0 -2 2
1 -2 -1 1 -1 -1 || -1 1 1
1 1 1 -1y3 5 1 1 2 4 0 1 2 0
Portanto:X:Ale:E 0 -2 24111 :E 2 2 2/=11 1 1
-1 1 1)\2 2 2 0 -2 2 0 -1 1
1 1 1)(x 1
EJERCICIO 28 : Resuelve matricialmente el siguiente sistema: | 2 2 1||y|=|0
-1 0 1){z) (o
Solucion:
1 11 X 1
Llamamos: A=| 2 2 1|; X=|y|; B=|0|= Asi, tenemos que A - X=B. Hemos de calcular x=Al.B.
-1 01 z 0
Hallamos AL (existe, pues |A| =1 0):
. . 1 .
i - Adi(A) - A} - 1Al [Adi(A )}

1 2 1] > |-1 2 -1 » |-3 2 1| > |-3 2 1|=A"

-1 -1 0 -1 1 o0 2 -1 0 2 -1 0
2 -1 -1 2
Portanto: X=A1.B=|-3 2 1 =/-3 Solucion: x=2; y=-3; z=2.

2 3 2 2 -3 2 [2—1—1 2 -1 -1
1
0
0



