Tema 8 — Limites — Matematicas Il — 2° Bachillerato

TEMA 8 — LIMITES

CALCULO DE LIMITES

EJERCICIO 1 : Da una definicidn para estas expresiones y represéntalas graficamente:

2 2 2
- 2x° -2
a) lim L b) im X =% _¢ C) lim X =2
x—>1" x2 _1 Xx—3 X—3 X0 x2 11
2
-1
d) lim f(x)= - e) lim X1 g
X—2" X—>+20 X2 4 2%
Solucion:

a) Cuando x se aproxima a “1”, la funcion se hace muy grande
€

b) Cuando x se aproxima a “3”, la funcién se aproxima a “6”

8
6 /
4.

d) Cuando x se aproxima a 2, con valores menores que 2, la funcién toma valores muy grandes
negativos.
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e
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e) Cuando x toma valores muy grandes positivos, la funcién se aproxima a 5.
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4 X
a) lim Iax—x2+1 by lim X=X ¢) Iim [sz—\/x9+1} d lim -2
X—>+00 - X—>-o |og x2 X—>+00 X——o0 X+1
2 2 .
- o 1
e lim X =2 f) lim Xt g) Iim |2X—x2 h) lim ”&—JW
x>+ 10g X x——0 2% X—>+0 - X—>—00 X
X
i) lim |<3—|ogx i) lim
X—>+00 - X—>700x2+]_
Solucion:

a) lim [eX —x? +1}: +o0

X—>+0

Porque una exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a una potencia.
4 4
b) lim X =3X _ jjm X 13X _
X—>—00 |Og X X—>+00 |Og X

Porque una potencia es un infinito de orden superior a un logaritmo.

9

¢) lim |:3X2—\/X9+1i|= lim | -x2 |=—x

X—>+00 X—>+00

X —X

d) fim - im 2 -0

x——0 X+1 x40 =X+1 —o0

o 3x%-2

e) lim = +o0

X—>+o0 10g X
Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logartimos.

. X+1 . -X+1

f) lim —= lim = -0

X—-w0 2X x40 27X
g) lim |2X—x2 = +0

X—>+0 -
Porque una exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a una potencia.

2 2
In 1 In 1

h) lim L: [fm L:O

X—>—00 X X—>+00 —X

Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos.
i) lim L3 —log X =+

X—>+00
Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos.
X —X
j) lim S lim 3 =i=0

X——0 2 11 Xo>+ox2 4] +©



Tema 8 — Limites — Matematicas Il — 2° Bachillerato
EJERCICIO 3 : Halla los limites:

a) lim |:\/5X2 —2X —3x

X—>+00

e) lim 3x+2

X490 \[5x2 _3x+1
. . 3x2 x3
i) lim |——-
X—+oo| X+1 X +1

Solucién:

a) Il’m[ 5x? —2x —3x}: lim

X—>+0

. Bx?-2x
= |lim

|

( 5x2 —2x

x2+3x—1

b) lim 22222 ¢

X—>—00 JXG_ZX
f) lim [Vx2—3x+2x} g)

X—>—0|

i) lim 223

X—>—0 4352 11

3-2yx* +1

lim 22X 22 q§)

X
fm
X—>—00 /2X4+1 x—>+oo[X+2 x2 41

[im {\/3)(27—1— ZX}

X—>400

- 3X)(\/5x2 —2X + 3xj

X—>+0

—9x?

V5x?% - 2x +3x

—4x? - 2x

=|lim ——————=-x

2 Bx2 —2x +3x 77 4/Bx? —2X +3X

x? +3x -1 x?-3x-1

b) Iim = lim

=0

X x/x6—2x = Ix® 4 2x

—_— 4 —_—
Iim32x+1 2—«/5

0 3-2 1

X—>40

2 3
d) lim [X ‘1-X—]:

X+2  x241

—2x%-1

= |Im— -2

x>+ 3 4 2% 4 x+2

e) lim L =

X490 532 3y 11

f) lim [sz -3x +2x}=

X—>—a0)

x% +3x —4x?

NG

Iim

lim

X—>+00

o, m ko Jpha 2

(x2 - (x2+)-x3(x+2) _

. x4 —1—x4 —2x3
lim

X—>-+o0 (x+2) (x2 -1)

3 _35

5

X—>+0 x3+x+2x2 +2

Ifim
X——00

[m—Zx] [m+ ZXJ

[sz +3x —2x}= Iim

X—>+40

—3x% +3x

0 IXZ 43X +2X 7 4% + 3% + 2%
g) lim {x/3x2—1—2x}=

X—>40

] -x?-1
=lim —=-—»

x> 3x2 -1+ 2x

v2x —1

Iim

X—>+00

[\/E—Zx) [\/E—Zx) .

\/x2 +3X + 2X

x/3x2 —-1+2X

m
oy

X—>—00 X4+

. . 3x? x3 .

i) lim|——-— = lim
X—too| X+1 %2 11| x>t
- o2xt —x®+3x?

= lim ———————=+x

x> x3 4 x? 4 x+1

2X — 3
lim

|

3x2 (x +1)—x3(x+1) _
(x+1) (x2 +1)

—2x-3 -2 -23

X—>°°\/3x 11 X_>+°°\/3x B3

lim 3 5
X—=>+0  x7 4+x+X+1

3x4 +3x2 x4 _x3

o 1
e
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EJERCICIO 4 : Calcula:

) 2x3 - 3x2 +1 - A2x+4-2 o 3x24x-2
a) lim 3 b) Iim —/—— C) lim =5
x—>1 | 3x3 —8x% + 7x -2 x>0 J/x+1-1 X—=-1x% +xc—-x-1
2 J—
d) lim 2X X+1 e) lim 2X +x2 10
x—>3 x2-9 X—3 x—2 x3 — 3x% + 4
Solucién:

x—1\3x3 —8x2 +7x -2 X (3x 2) (x- 1)2
) i m 2 _ i (V2X44-2) (V2x+4+2) (\/x+1+1) _lim (3XF4-4) (Wx+1+D)
x30 Vx+l-1 x_>o (Wx+1-1) (Wx+1+1) (V2x+4+2) x—>O(X+1 1) (V2x+4+2)

im 2x(\/x+1+1) —im 2(vx+1+41) i
x—>0x(\/2x+4+2) Cxo0 V2x+4+2 4

a2 ax-2 (x+D)Bx-2)_ 3x-2 —5
c) lim 1272 _ |im S A B
x>-1x3+x2 - x—-1 x—>-1(x+1f (x-1) X—> 1(X+1)(X ) (
Hallamos los limites laterales: lim —xX—2 _—_ lim &=+OO:> No existe
x—>-1 (x+1)(x-1) X—>—1" (x+1)(x—1)
2 x+1]_ o 2x-(+D) (x+3) | 2x— $<2+4x+3 ~x2_2x-3 —18
d) lim —=|=lim === lim
x—>3| x2_9 x-3] x5>3 x+3)(x-3) il (x+3)(x-3) x—>3(x+3)(x 3)
Hallamos los limites laterales: tim ~*-~2X"3_ im =X =273 No existe
x—3 (x+3)(x-3) x—3 (x+3)(x-3)
) lim 27 +x-10 | (@x+5)(x-2) . 2x+5 9
X2 %3 _3x2+4 x—>2(x+1)(x 2Y T o2 ()& -2)  (
Hallamos los Iimites laterales: fim —2X0°> — o;  lim —2%2 ___ = No existe

xo2- x+1)(x-2) x—2" (x+1)(x-2)

EJERCICIO 5 : Calcula los limites:

x x , 2
i 2x+4 x-1 . 3x-2 ) . %% —x+1 X—3
a) lim (2—+JX ' b) lim (—2 JX 2 C) lim X oXES
X1\ X" —x+6 x—=2\ x4 - 2x+4 x—3 4x+4
3 1
2_ X 2 T}
d) Iim X—3X+1 e) lim X 2X+3
x—0  9X+1 x—1 X+1
Solucién:
B [ B ) 3 (ACB) B (X02) ()
a) lim [ﬂ}x—l _ ot \XP=X+6 x-1_ " X*—X+6 x-1 Lot (Kox46) (x-1) _
x->1(x%2 —x+6
m ooX(x=2) (D) -8x(x-2) 31
_ x—1 ()(Z_X+6) (X—].) _ Axol m _ g _ E
=€ =e —eb=¢
X _ o 2oy e
3x-2 x-2 _'m (#-@L lim (Wj X iy (XSXOX
b) lim [X—") X=e _ gt \X-2x+4 ) x- oz xP-2x+4 X=2 _ o2 (X -2x+4) (x-2) _
x—2(x2 _2x+4
_X(x=3) (x-2) lim M 2 1

_e*? (X*=2x+4) (x=2) _ e (X*—2x+4) _ eZ
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22X (oxtex+l ) 2x o 2X-x+l-4x—-4) 2x ox’—5x_3  2x
2x% —x+1]x-3 lim - lim T L lim—/—— .
C) Iim —e 4x+4 X—3 4x+4 X—3 _px8 4X+4 X-3 _

=e e =
4x + 4

(@) (x=3)2x) . (x+1)(@x) 42 21
P @ea)6d) o (@xed)

d) Iim x? -3x+1
Xx—0 5x +1
lim 3(x-8)

— ex»o 5)(+1 — e*24

1 2_ 2 .
P v |im[x2X+3‘1j.1 .im[wwj.l X2 1
e) lim X —oxre —e L X X1 _g* x+1 X1 _gt x4l x-1 -

x—1 x+1

X—3

6

27 — —
S im [X3X+15X1j 3 im x-8x 3 o 3x(x-8)
X Sx+l X _on0 5xil x =g XBx+1) _

(X (x-2): (x-1) im X2 1
Hl (x+1)- (x-1) _ Hl X+1 —e 2

EJERCICIO 6 : Calcula estos limites:

-X 2X

— 2x%-1 = x?-1
a) Iim [2‘3" ] 2 by lim (“2)‘] ¢) lim [5"‘2] S d) lim (4"‘2]
X——oo\ —2X+1 X—>+oo\ 2X+5 X—>+oo\ 4+ 5X X—>—oo\ 3X+5

x+1 2X X
, 1) 23 [ ax? )2 (%% [ ax?-7
e) lim |2+— f) lim g) lim h) lim |———
Xx——ool X x—>+o0| 2+ 3x2 X—>+o0| x2 —2 x—>—oo| 3x2 + Ox
2
(x-S (-2
i) lim j) lim
X—>—co\ 3X + 2 X—>+oo\ 3+ 2X

Solucién:

-X

- (2-3x )z . (2+3x)z2 (3)"
a) lim =lim|——| =|=| =+
xo—o\ —2X +1 x>0\ 2X 4+ 1 2

o (L2 € €

= @x 2x+5 :e—DC :0

x>t 2X +5
ooyl m(¥2a) B g (FEASG 2, a2
C) ”m [_] 3 :exeﬂc 44+5x 3 _ex»m 445X 3 :ex»+x12+15X —e 15 —e 5
X—>+oo\ 4+ bx
- (4x-2 (—ax—2 Y 4y
d) lim lim == =+
X—>—oo\ 3X+5 X—>+oo\ —3X +5 3
1 2x-3 1 —2X-3
e) lim [2+—] = Iim [2__] —27® _0
X—>—00 X X—>+00 X
x+1 2_n_ny?
w2 15 ()] (2 () e
. X —>+o0f X —>+o0f ‘ 2
f) lim =e +3x° =e X e aex’ =0 21
x>+ 24+ 3x2

2 2,4 2
2 2X lim X"+ 11|-2x lim w . 2X . 6Xx
, X +1 x—4| }2_2 X—>-+o0) x2—2 lim 5 0
g) lim =e =e =g X -2 =g =1

X —X
[ 4x® -7 [ ax® -7 47" (3)"
h) lim|————| = lim | —— =|—= == =0
X—>—0 3x2+9x X—>+0 3x2—9x 3 4
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o (2x-1)* o (=2x-1)0 (2
i) lim = lim == =0
X—>—00 \ 3X + 2 X—>+00\ —3X + 2 3

o[ 2X—=2-3-2x —5x-5 -5

x+1 Ilm(—flj (x+1) |Im(7j (+1)  lim —

[gx 22] _ ex»wc 3+2 —e X400 3+2 eX”*” 3H+2X — e 2
+2X

i lim
X—>+0

EJERCICIO 7 : Halla los limites:

X

] ] X— ] -
a) lim [\/x2—3x—\/x2—1J b) lim 3 0 lim 4 —1
X—>+00 X—3 x3 —5x2 +3x+9 x—0 X+ Senx
3 x+1
. - . - n
d) lim ——*— &) lim (3)‘ 2) f lim 2
x—1 X% —2x+1 x>+ \ 4+ 3X x—0 x3 4 3x2
9 lim Ux® + 3x h) lim 3x  x+1 ) lim 2X — 2sen X
x>0 [y2 o x>2 \ x2 -4 X-2 x>0 X+ Senx
2
- - . ., 4-4cosx
J) lim X2+—X6 k) lim [\/x2+x+xJ ) lim %
X2 X =—Xx-2 X—>—00 x—0 X
1
m) lim B n) lim [ 2XE3 ]t i) lim X
x>t | X+1 x2_1 x—1  2X+2 x—>0 XCOS X + Sen X
Solucién:

2 1im [\/x2_3x_\/x2 _1:|: o (\/x2—3x—\/x2+1j (\/x2—3x +\/x2+1):

X4 X VX? =3x +4/x? +1
2 Al
Tl S YR “3x-xP-1 ~3x-1
X \/x -3 +x/x2+1 X \/x —3x+\/x +1 o x/x —3x+\/x +1
. =3x -3
= lim =—
X0 X4 X 2
b) lim X238  _jim—*=3  _im 1 1

x>3 X% —5x? +3x+9 3 (x-3)° (x+1) 3 (x-3)(x+1) (0)
Hallamos los limites laterales:

Iim . —o0;  lim ;— +oo => Como son distintos = No existe el limite
x—3 (X—3) (X +1) x—3" (x=3) (x+1)

C) % (Factorizar y simplificar (no podemos), aplicar equivalencias (no podemos porque no se

pueden aplicar en sumas) Lo veremos en el tema 10 (Regla de L"Hdpital)

3
. X® =X .o X x=1)(x+1 .o X (x+1 2
x>l X —2x+1 x>l (x-1) x-1 x-1 (0]
Hallamos los limites laterales:
fim X 0D X D) N _ o
or x-1 o1t X =1 :>Como son distintos = No existe el limite
, oyl (PR ) XA () gy O o2 L
e) lim ( } — @ 443X _ g 3x+4 e
X—>+0 4+3x
lim >N X = lim X _ = lim X2 im -1 1
x—0 x3 4+ 3x 2 Aplicando _ equivalencias x—0 x3 +3x2 x>0 x (X+3) x—>0 (x+3) 0+3 3
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+3X \/5—x3—3x —x%

lim /7 lim lim =0
X X +2 X—>400 ﬁx +2 X—>+00 X
2 —lim _Xz—z_—ﬁ

iy tim [~ XLy FC) 62 x2S T

x>2\x2 -4 X-2) x-2 %2 _4 b 22

. —X2—2 ; —X2—2
, . ||m_ > = 400} ||m+ . - _ - o

Hallamos los limites laterales: x> x" -4 xo2t X2 _4 . No existe el Iimite

) % No podemos factorizar ni aplicar equivalencias.( Lo veremos en el tema 10)

X2 +x—6 (x-2)(x+3) . x+3 5

j) lim ———=1lim = lim =—
x—>2 x2 _x—2 x52 (Xx-2) (x+1) x->2 x+1 3

k) lim [m +x}: lim [m —x}zxmo (mx/ﬂmﬂj

X—>—00 X—>+00
= lim M_“m = lim —X = |i -x_-1
X—>+00 lxz X +X X—>+00 ,X X 4+ X X+ X 4+ X X+ 22X 2
25
. 4—4cosx (0 . 4(@-cosx) . o 2x?
h Iim ——=| = :|m¥zllm 2 =lim —=2
x—0 x 2 0) x-0 x 2 x—0 x2 x—0 x2
(3?38 co3x2(x-1)-3x3 33 -3x?-3x3  -3x?
m) lim |—-— = lim = lim = lim =-3
x—+o | X +1 x2 —1) x>+ x? -1 X—>+0 x2 -1 X—+0 x2 _1
( j 12 1 -x+1 i L -1
n) ”m X+ 3 6 ): Xﬁl 2X+2 -1 ex»l 2X+2 x-1 — eX*l (2X+2)(X—1) — ex»l 2X+2 — e 4
X1\ 2 +2

fi) % (No podemos factorizar, ni aplicar equivalencias = No veremos en el tema 10)

CONTINUIDAD

3x3 +15x% +x+5
x% +3x—10
discontinuidad que hay en los puntos en los que no es continua.

EJERCICIO 8 : Dada lafuncién f(x)= , estudia su continuida d. Indica el tipo de

3x3 +15x2 +x+5 _ (x+5) bx? 1
x2 +3x-10 (x+5) (x - 2)
e Dominio = R — {-5, 2}= f (x) es continua en R — {-5, 2}.
e VVeamos que tipo de discontinuidad que presentaen x=-5 yen x=2:
x?+1 76 76 5

Solucién: f(x)=

lim f(x)= lim = — =—— = Discontinuidad evitable en x =

X—>-5 x—>-5 X-2 =7 7

lim f(x)= lim 3¢ +1=£ Hallamos los limites laterales: lim f(x)=— ; lim f(x)=+o
X—2 x—>2 x=2 (0 X2 x—2°

Discontinuidad de salto infinito en x = 2.
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eX si x<0

EJERCICIO 9 : Estudia la continuidad de la funcién: f(x)=1{3x2 +1 si 0<x<1
4+Inx si  x2>1

Solucion:
e Dominio =R
eSi x#0y x#1 — f(x) escontinua, pues estd formada por funciones continuas.
lim f(x)= lim =1

x—0" x—0"

e En x=0: lim f(x)= lim €x2+1):1 f(x) escontinuaen x = 0.
X—0"

X—0"
f0)=1
lim f(x)= lim Bx? 1\=4
x—1 &) x—>1’t3 o
e En x=1: lim f(x)= lim (4+Inx)=1} f(x)escontinuaen x =1.
X—1 X—1"
f@)=4

e Por tanto, f(x) escontinuaen R.

EJERCICIO 10 : Estudia la continuidad de la siguiente funcién. En los puntos en los que no

2
sea continua, indica el tipo de discontinuidad que presenta: f (x)= T -2x-8

x2+3x—10

3x2-2x-8 (3x+4)(x-2)

x213x-10 (x+5)(x-2)

e Dominio = R — {-5, 2}= f (x) es continua en R — {-5, 2}.

e VVeamos el tipo de discontinuidad que presentaen x=-5 yen x=2:

Solucién: f(x)=

3x+4 -11 .
lim f(x )= lim ——=—=. Hallamoslos limites laterales: |j - . i -
jm (x) s () XIlr_r;_f(x) +o0 ; XIlr_r;f(x) %
Discontinuidad de salto infinito en x = -5.
lim f(x)= lim x+4 _19 _, Discontinuidad evitable en x = 2.
X—2 Xx—2 X+5 7

2X+ 3
X

EJERCICIO 11 : Estudia la continuidad de la siguiente funcién: f(x)={x?> -2 si —1<x<2

X< -1

3x+1 si X>2

Solucion:

e Dominio =R

eSix#-1yx#2 — f(x) escontinua, pues estd formada por funciones que son continuas
en los intervalos correspondientes.
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2X+3
lim f(x =1
X—>-1" () x—> 1’ X
eEn x=-1 I|m )= I|m Q —2): -1t f(x)escontinuaen x = 1.
X—>—
f(—1)=—1
lim f(x)= lim k2 —2—2 N B T
e En x =2 X5 Xe32" f(x) es discontinuaen x =2. Hay una discontinuidad de
lim f(x)— I|m (Bx+1)=7 | saltofinito.
X—2"

EJERCICIO 12 : Estudia la continuidad de la siguiente funcién. Si en algin punto no es
x3 —x% -5x-3
x% -1

continua, indica el tipo de discontinuidad que hay: f(x)=

Solucién:

e Dominio =R — {-1, 1}.= f(x) escontinuaen R —{-1, 1}.

e VVeamos el tipo de discontinuidad que presentaen x=-1 yen x=1:
im X X -5x-3 . (x+1f x-3) . (x+1)(x-3) 0
im Z———~"" 2 |im = lim -
x>-1 x? -1 x—>-1 (x+1)(x 1) -1 x-1 -2

1)(x-3
lim f(x)= lim %();) o . Hallamoslos limites laterales: lim F(x)=+o0; lim F(x)= oo
Discontinuidad de salto infinito en x =1.

=0
=Discontinuidad evitable en x =—1.

EJERCICIO 13 : Calcula los valores de a y b para que la siguiente funcién sea continua:
2x3*-x?+a si x<-1

f(x): x2+bx+1 sSi -1<x<1

ax si x>1

Solucién:

-Sixz1yx=1l — f(x) escontinua, pues esta formada por polinomios, que son funciones
continuas.

im f(x)= Iim ©x3-x? +a—a 3
X—-1" X—-1"

“En x=-1:{ i = i 2 -
n X xl_@rf(x) xl—|>m1*€< +bx+1}2 b =

f(-1)=2-b

Para que sea continuaen x=1, hadeser a—3=2-b.
lim f(x)= lim (><2+bx+l b+2

X—1" X—1"

-En x=1:{ lim f(x)= lim (ax)=a
Xx—1" X—1"

fl)=a

Para que sea continuaen x=1, hadeser a=b + 2.
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.
a=—
a—-3=2-b 2

e Uniendo las dos condiciones anteriores, f (x) sera continua si: { b2
a=b+

h=3
2

3x2 _2% si x<0

EJERCICIO 14 : Estudia la continuidad de la funcién: f(x)=4x? —x—1 si 0<x<1

1+Inx si x>1

Solucion:
-Six#0y x=1 — f(x) escontinua, pues estd formada por funciones continuas.
N

lim f(x)= lim @x2-2* =—1

x—0" Xx—0"
f(x) es continua
-En x=0: lim f(x)= Ii 2 _x-1)1
nx xl—rfc]J* (X) xl—%* @ X } en x=0

f(0)=-1

.
lim f(x)= lim &2-x-1=-1

X—1" X—1"

-En x=1:4 lim f(x)=lim @+Inx)=1 = Hay una discontinuidad de salto finito en x = 1.
x—-1" x—1"

fl)=1

EJERCICIO 15 : Halla los valores de a y b para que la siguiente funcién sea continua:
-x%+bx-1 si x<1

f(x)=13x-a si 1<x<2
2" +log,x si x22

Solucion:
-Six#1lyx#2 — f(x) escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

.
lim f(x)= lim Ex2+bx-1=b-2

x—1" x—1"
-En x=1:< lim f(X): lim (3x—a):3—a Para que sea continuaen x=1, hadeser b-2=3-a.
x—1 x—1
fl)=3-a
lim f(x)= lim (3x-a)=6-a
X—2" X—2"

-En x=2:4 lim f(x)= lim @X +log, X} 5—=>Para que sea continuaen x=2, hade ser 6-a=>5, esdecira=1.
X—2" X—2"

f(2)=5

e Uniendo las dos condiciones anteriores, tenemos que, para que f (x) sea continua, ha de ser:



Tema 8 — Limites — Matematicas Il — 2° Bachillerato 11
b—2=3—a}a=1

a=1 b=4

EJERCICIO 16 : Estudia la continuidad de la siguiente funcién. Si en algin punto no es
3 2
—2x° = 3X

x2_x-6

continua, indica el tipo de discontinuidad que presenta: f(x)=

Solucién:
F(x)= x? ;2x2 -3x _ X (x=3) (x+1)
X°=x-6 (x=3)(x+2)
e Dominio =R - {-2, 3}
f (x) escontinuaen R —{-2, 3}. Veamos el tipo de discontinuidad que hay en x=-2 yen x=3:
-En x=-2: Iim f(x)=—o0; Iim2+ f(x )= +o0 =Hay una discontinuidad infinitaen x = 2.
X—>—

X—>-2"
-En x=3:lim f(x)= lim x (1) 12 =>Hay una discontinuidad evitable en x = 3.
X—3 x—>3 X+2 )

EJERCICIO 17 : Estudia la continuidad de la siguiente funcion:
2x?% -1

si x<-1

f(x)={eX ! si —1<x<1

1 si x>1
X

Solucion:
-Six#-1yx#1 — f(x) escontinua, pues esta formada por funciones continuas en los
intervalos en los que estan definidas.

2
lim )= lim 2 =1_1
X——1" X—>—1" 3 3
2 Hay una discontinuidad
-En x=-1: lim f(x)= Iim e*1=1 yuna gt
X—>—1* X—>—1* desalto finito en x =-1.
f(-1)=1

lim f(x)=lim e t=1

X—=1" X—=>1 .

) .1 f(x) es continua
-En x=1: lim f(x)= lim ==1

x—1" x—1" X en x=1.

fl)=1

EJERCICIO 18 : Halla los valores de a y b para que la siguiente funcién sea continua:

3x-a si x<1
f(x)={2x*+bx +a si 1<x<2
3x +1 si x22

Solucion:
e Dominio =R
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eSi x#1lyx#2 — f(x) escontinua, pues estd formada por funciones continuas.
lim f(x)= lim 3x-a)=3-a
x—1" x—1"

e En x=1: lim f(x)= lim €x2+bx+a):2+b+a
Xx—1" Xx—1"

fl)=2+b+a

Para que f(x) seacontinuaen x=1, hadeserr3—a=2+b+a —» 2a+b=1
lim f(x)= lim (x> +bx+a}=8+2b+a
X—2"

X—2"

e En x=2:lim f(x)= lim @x+1)=7
x—2* x—2*

f(2)=7
Para que f (x) seacontinuaen x=2, hadeser:8+2b+a=7— a+2b=-1
e Uniendo las dos condiciones anteriores, tenemos que:
2a+b=1 | b=1-2a
a+2b =—1} a+2(1-2a)=-1 » a+2-4a=-1 »-3a=-3 —» a=1; b=-1

EJERCICIO 19 : Calcula el valor de a para que la siguiente funcién sea continua:
f(X):{axz—2x+1 s? X <1
3a+In x si x>1

Solucion:
e Dominio =R
eSi x#1 — f(x) escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

lim f(x)= lim €x2 —2x+1): a-1
X—1 X—>1

e En x=1: lim f(x)= lim Ga+Inx)=3a
x—1 x—1"

fl)=a-1

. 1
Para que f(x) seacontinuaen x=1, hadeseria-1=3a — 2a=-1 — a=-2

EJERCICIO 20 : Halla el valor de k para que la siguiente funcién sea continuaen x = 2:
3x%-11x? +8x + 4
f(x)= 4x° -14x”* +8x +8
k si x=2

Si X #2

Solucién:
Para que f(x) seacontinuaen x =2, ha de tenerse que: Iim2f(x)=f(2)
X—>

3 _ 2 _
3x° —11x* +8x+4 _ . (x 2)2(3x+1)_“,m 3x+1 7

limf(x)=li = - -
2 ) “02 4% _14x7 +8x + 8 -2 (x — 2 (4x +2) *>24x+2 10

f(2)=k

e Por tanto, hade ser: k = l
10
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EJERCICIO 21 : Calcula los valores de a y b para que la siguiente funcién sea continua:

ax?-2x si x <1
f(x)=14x*+ax+b si 1<x<2
3x +b Si X >2

Solucion:
eSi x#1lyx=#2 — f(x) escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

N
lim f&)= lim bx?-2x =a-2
X—1 X—1 g

eEn x=1: lim f(x)= lim €x2+ax+b):4+a+b
x—1 x—1

fl)=4+a+b

Para que f (x) seacontinua x=1, hadeserra—2=4+a+b — b=-6
lim f(x)= lim bx2+ax—6)-10+2a
X—2" () x—>2€ ):

eEn x=2: lim f(x)= lim (3x-6)=0
Xx—2" Xx—2"

f(2)=0
Para que f (x) seacontinuaen x=2, hadeser:10+2a=0 —» 2a=-10 —» a=-5
e Por tanto, f (X) serd continuasi a=-5y b=-6.

EJERCICIO 22 : Halla el valor de a para que la siguiente funcion sea continua:

f(x): 2* +a si x<1
x?-3a+5 si x>1

Solucién:
e Si x=1 — lafuncién es continua, pues esta formada por funciones continuas.

.
lim f&)= lim @*+a =2+a
X—1 x—1 g

e En x=1: Ilim f(x)= lim €2—3a+5):6—3a

x—1" x—1"

fl)=2+a

Para que f(x) seacontinuaen x=1, hadeser:2+a=6-3a —» 4a=4 — a=1
TEOREMAS

EJERCICIO 23 : Dada la funcion f (x) = x*+ 2x + 1, encuentra un intervalo de amplitud
menor que 2 en el que f(x) corta al eje OX.

Solucion:

o f (X) escontinuaen R, pues es una funcion polindmica.
e Tanteando, encontramos que f (-1)=-2, f(0)=1.

f(x) escontinuaen [-1 0] }

e Es decir: signo de f(_1)¢ signo de f(O)
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Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe, al menos, un ¢ € (-1, 0) tal que f(c) =0.
f(x) cortari al eje OX en x=c.

EJERCICIO 24 : Halla un intervalo de amplitud menor que 2 en el que la siguiente ecuacion
tenga, al menos, unaraiz real: 3x* +2x—-7=0

Solucion:
e Consideramos la funcion f (x) = 3x* + 2x — 7, continua por ser polinémica.
e Tanteando, encontramos que f (1) =-2; f(2) =21.
f(x) escontinuaen [, 2]
signo de f(1)= signo de f(z)}
Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe, al menos, un ¢ € (1, 2) tal que f(c) =0.
La raiz de la ecuacion es c.

e Es decir:

EJERCICIO 25 : Prueba que la funcién f (x) =3x +cos tx + 1 corta al eje OX en el intervalo
[-1, O].

Solucion:

o f (X) es una funcion continua en R, pues es suma de funciones continuas. En particular, serd

continua en [-1, O].

f(-1)=-3<0
f0)=2>0

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe, al menos, unc € (-1, 0) tal que f(c) =0.

f(x) cortari al eje OX en x=c.

e Por otra parte: } signo de f(~1)= signode f(0)

EJERCICIO 26 : Demuestra que la ecuacion: x” +3x? —2x +1= 0 tiene, al menos, una solucion
real. Determina un intervalo de amplitud menor que 2 en el que se encuentre la raiz.

Solucion:
e Consideramos la funcion f (x) = x" + 3x* — 2x + 1, que es continua por ser polindmica.
e Tanteando, encontramos que f (-2) =-111; f(-1) =5.
f(x) escontinuaen [-2-1]
signo de f(~2)= signo de f(—l)}
Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe, al menos, un ¢ € (-2, 1) tal que f(c)=0.
La raiz de la ecuacion es c.

e Es decir:

EJERCICIO 27 : Demuestra que la ecuacion e+ 4x -2 =0 tiene, al menos, una solucion
real en el intervalo [0, 1].

Solucion:

e Consideramos la funcion f (x) = e+ 4x -2, continuaen R, pues es suma de funciones
continuas. En particular, sera continua en [0, 1].

f(0)=-1<0
fl)=e>+2>0
e Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe, al menos, un ce(-1, 0) tal que f (c)=0.
La raiz de la ecuacion es c.

e Por otra parte, tenemos que: } signo de f(0)# signode f()



