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L
INTRODUCCIÓNINTRODUCCIÓN

os contenidos y el desarrollo de este material didáctico de Matemáticas II, de
segundo de Bachillerato para la modalidad de educación a distancia, se ajustan
al Real Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, y a la orden Ministerial

ESD/1729/2008, de 11 de junio de 2008, por los que se regula el currículo de la  Ley Orgánica
de Educación.

Al elaborar un material didáctico como este, no podemos dejar de pensar como una de sus
metas las pruebas de acceso a la universidad. Así pues, sin olvidarnos de esta importante
responsabilidad, hemos querido ofrecer un libro sencillo y claro, alejado de anécdotas, pero
centrado en buena medida en ese objetivo de especial significación. Para alcanzarlo, un alto
porcentaje de las actividades propuestas, que han sido clasificadas por orden creciente de
dificultad a fin de establecer las pautas correctas del aprendizaje, fueron extraídas de las
pruebas de acceso de todas las universidades españolas, incluida la UNED. También hacemos
un uso abundante de los ejemplos, porque entendemos que son la mejor guía para actuar con
seguridad en el refuerzo del aprendizaje. 

Hemos intentado desarrollar un material autosuficiente, sin dejar de lado ninguna de las
prescripciones oficiales del currículo ni renunciar al empleo de los recursos que las nuevas
tecnologías ponen a nuestra disposición. En este sentido, continuamos haciendo uso, siempre
que lo estimamos necesario, de indicaciones sobre el empleo de la calculadora científica,
juzgando ésta como el mejor útil para el estudio y resolución de problemas con datos reales.
Entendemos que este tipo de problemas son los más estimulantes para nuestro alumnado.
También usamos los recursos en línea, preferiblemente los  disponibles de forma gratuita y de
utilidad matemática, que, en cualquier caso, las correspondientes tutorías que atienden al
alumnado podrán actualizar.

El texto consta de diez unidades didácticas que abarcan tres bloques de contenido: Álgebra,
matrices, determinantes y sistemas de inecuaciones lineales; Geometría, vectores, rectas,
planos, métrica en el espacio y la esfera; y un último bloque de Funciones, donde tratamos
límites, continuidad, derivadas, representación de funciones  y cálculo integral. 

En el primer bloque, de Álgebra, los objetivos prioritarios son las matrices y las aplicaciones
del cálculo matricial. El lenguaje matricial y las operaciones entre matrices son una herramienta
algebraica útil para expresar y resolver problemas de las ciencias en las que intervienen datos
organizados de forma natural como la geometría, la estadística, la informática, la física, etc.
Además, las matrices constituyen actualmente una parte esencial de los lenguajes de
programación, ya que la mayoría de los datos se introducen en los ordenadores como tablas
organizadas en filas y columnas: hojas de cálculo, bases de datos, etc.

Los determinantes permiten caracterizar a las matrices regulares y facilitan el cálculo de las
matrices inversas; también se utilizan para definir el rango de una matriz a partir del cual se
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discuten las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales. Los sistemas de ecuaciones
lineales los interpretaremos algebraica y geométricamente.

En el segundo bloque, de Geometría, comenzamos con los vectores, que no sólo son el
instrumento más adecuado para tratar ciertas magnitudes físicas (fuerzas, velocidades, etc.)
sino también un recurso imprescindible para estudiar con sencillez y elegancia la Geometría
del espacio. Gracias a ellos asignaremos tres números a cada punto del espacio llamados
coordenadas del punto. Con su concurso es muy fácil deducir las ecuaciones de las rectas y
los planos, y resolver todos los problemas de incidencia, paralelismo y perpendicularidad
que se pueden plantear entre rectas y planos.

En el espacio también hay problemas de medidas. Interesa medir distancias, amplitud de
ángulos, áreas y volúmenes. Para resolver todo este tipo de situaciones, son necesarios los
tres tipos de productos de vectores que hay definidos: el producto escalar, el producto vectorial
y el producto mixto.

En el bloque de Funciones se fundamenta el cálculo de límites, usando la definición con
ε–δ. Se demuestran matemáticamente los casos más sencillos del cálculo de límites. Se amplía
el abanico de límites calculables con la introducción de la Regla de L’Hôpital. Se retoma la
continuidad y se hace hincapié en la relación entre continuidad y acotación. Se demuestran
tres teoremas importantes (de Weierstrass, de Bolzano y de los valores intermedios) que se
usan a menudo en el Análisis matemático.

Se justifica el concepto de derivada, con la demostración de aquellas fórmulas que siendo
más sencillas permitan entenderlo, pues las reglas de derivación ya son conocidas. Se amplía
el cálculo de derivadas con la derivación logarítmica y la derivada implícita; se dan las pautas
para el estudio de la derivabilidad de una función, introduciendo el concepto de derivada lateral
y se completa con tres teoremas imprescindibles (Rolle,  De valor medio y De valor medio
generalizado), demostrados con los conocimientos disponibles.

Ampliamos los usos  de la derivada: no sólo el estudio de la monotonía, de la curvatura y
de los extremos relativos de una función, sino también el desarrollo en serie de Taylor. El colofón
a todo ello es su aplicación a la representación gráfica de funciones. También se potencia la
optimización de funciones, centrando la atención en la construcción de la función que se debe
optimizar y la introducción de técnicas que faciliten los cálculos.

Introducimos la integral, no cronológicamente, pero sí el desarrollo que consideramos más
provechoso desde el punto de vista didáctico: vamos desde la definición de función primitiva
hasta aplicaciones de su uso en la Física. Entre medias se estudian los métodos de integración
más habituales a estos niveles (sustitución, por partes, racionales sencillas…); después se
introduce el concepto de integral definida, que nos lleva al cálculo de áreas y al teorema
fundamental del cálculo. Acabamos con algunos ejemplos del uso de la integral en la Física.

Aparte del cálculo de áreas planas, y como parte de las aplicaciones de la integral, hemos
incorporado en un apartado de Para saber más el cáculo de longitudes de arco, áreas y
volúmenes de superficies de revolución, simplificables gracias a las simetrías. 

El material didáctico se completa con la solución detallada de todas las actividades propuestas,
así como un glosario de los términos matemáticos esenciales empleados a lo largo de las
unidades didácticas. Páginas web y material complementario lo pondrán a disposición del
alumnado las correspondientes tutorías de la modalidad a distancia.
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Determinantes2
UNIDAD

l número que asociaremos a cada matriz
cuadrada A y que llamaremos su determinante
det(A), aparece en los libros actuales a

continuación de las matrices, aunque históricamente
surge antes que ellas. Los primeros en utilizar
determinantes como algoritmos para resolver sistemas
lineales fueron, entre otros, los matemáticos Leibniz
(1646 -1716)  y Vandermonde (1735 -1796).   

La formulación actual de los determinantes se debe
al francés Cauchy (1789-1857) quien, en una memoria
publicada en 1812, estableció la terminología de los
determinantes tal como la utilizamos en la actualidad.

En esta Unidad veremos la  importancia de los valores
de los determinantes de las matrices cuadradas; si el
determinante asociado a una matriz es nulo, las filas y
columnas de la matriz son linealmente dependientes,
por lo que la matriz no tendrá inversa. Por el contrario,
si el determinante es distinto de cero, las filas de la matriz
serán linealmente independientes y la matriz tendrá inversa, que calcularemos usando otra vez
determinantes.

En el caso de matrices rectangulares, los determinantes de las matrices cuadradas que se
pueden formar al suprimir filas o columnas en la matriz dada nos informarán del número de
filas y columnas linealmente independientes de la matriz rectangular; este número será su rango.
El método de Gauss proporciona el rango de una matriz, sin más que contar las filas o columnas
no nulas de la matriz reducida de la dada. Finalmente, la combinación de los dos métodos facilitará
el cálculo del rango de una matriz, que es fundamental para el estudio de los sistemas lineales.

En esta Unidad didáctica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Encontrar el valor de  determinantes de orden dos.

2. Calcular, sin dificultad, determinantes de tercer orden, tanto si se realiza mediante el desarrollo
por los elementos de una línea, como si es  por la regla de Sarrus.

3. Conocer las propiedades de los determinantes de orden tres. 

4. Determinar el rango de una matriz.

5. Caracterizar las matrices cuadradas regulares y calcular su inversa.

E

● Gotfriel – Wilhelm Leibniz (Wikipedia.org. Dominio
público)
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Matriz inversa:

A
))A(adj(A

t
1 =−

det A = det At

Determinante con fila 
nula es cero.

Determinante con filas 
proporcionales es cero.

DETERMINANTE 

Número que se asocia a 
las matrices cuadradas.

Determinantes de orden dos :

12212211 aaaaA −=

Determinantes de orden tres:
se aplica la Regla de Sarrus.

Determinantes de orden superior: se 

reducen a orden inferior aplicando las 
propiedades. 

Propiedades que se utilizan 
para facilitar los cálculos con 
determinantes.

Determinante con filas 

dependientes es cero.

Rango de una matriz; 
número de filas L. I.

Cálculo por Gauss.
Cálculo por  
determinantes.
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DETERMINANTES

2UNIDAD

1. Determinantes de orden dos
A cada matriz cuadrada de orden dos                              le asociamos un número real, llamado determinante

de orden dos, de la forma siguiente:

a11a22 – a12a21

Al determinante de la matriz A lo simbolizaremos por 

Dado que una matriz está definida bien por sus vectores fila, bien por sus vectores columna, el determinante
dependerá de sus filas  o de sus columnas. Por este motivo, con frecuencia escribimos:

|A| = det (A) = det (f1, f2) ó, |A| = det (A) = det (c1, c2), donde f1, f2 y c1, c2 indican las filas y columnas de la matriz A.

Nota: Observa que el número de sumandos de un determinante de orden dos que es dos, coincide con el valor
de 2! = 1·2.

det ( )A A
a a
a a

= = 11 12

21 22

El determinante de una matriz cuadrada de orden dos es igual al producto de los elementos de
la diagonal principal, menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

A
a a
a a

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

11 12

21 22

Calcula el determinante de cada una de las matrices siguienntes, observa cada matriz, el valor de su determinante 
y eenuncia la propiedad que dicta la intuición:

  a) A =
−

⎛

⎝

2 3
1 4⎜⎜

⎞

⎠
⎟ =

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
;   ;   ;  b) c) d)B I N

2 1
3 4

1 0
0 1

0 2
0 3⎟⎟

=
−

= ⋅ − − ⋅ =

 

.

Cuando los números q

Solución

A

:

( )a)  
2 3
1 4

2 4 1 3 11

uue forman la matriz son enteros, el determinante también ees un número entero.

 .

La matriz  

b) B

B

=
−

= ⋅ − ⋅ − =
2 1
3 4

2 4 3 1 11( )

ees la matriz traspuesta de , se representa por .
El d

A A Bt =
eeterminante de una matriz es el mismo que el de su traspueesta; det( ) = det( ) .

 .

La matriz

A A

I

t

c) = = ⋅ − ⋅ = − =
1 0
0 1

1 1 0 0 1 0 1

   es la matriz unidad. El determinante de la matriz unidI aad es uno.

 .

La matriz tiene una col

d) N = = ⋅ − ⋅ = − =
0 2
0 3

0 3 0 2 0 0 0

uumna de ceros. El determinante de una matriz que tiene unaa columna o fila de ceros es cero.

E j e m p l oE j e m p l o

1.
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2. Determinantes de orden tres
Antes de definir los determinantes de las matrices cuadradas de cualquier orden,  vamos a calcular los

determinantes de las matrices de orden tres, previo estudio de algunos conceptos desarrollados a partir de las
mencionadas matrices y que se generalizan a las matrices de orden n, sin ninguna dificultad.

2.1. Menor complementario de un elemento

Por ejemplo, en la matriz los menores de los elementos a21 y  a31, M21 y M31, serán:

● determinante que se ha conseguido al suprimir la segunda fila y primera columna en la 

matriz A.

● determinante que se ha conseguido al suprimir la tercera fila y primera columna en la 

matriz  A.

2.2. Adjunto de un elemento
Llamamos adjunto del elemento  aij, y lo representamos por Aij, al menor complementario de aij precedido
del signo + o –, según que la suma de los subíndices i + j sea par o impar, respectivamente. Se puede
expresar de la siguiente forma:

Aij = (–1)i+j·Mij

M
a a
a a31

12 13

22 23
=

M
a a
a a21

12 13

32 33
=

A
a a a
a a a
a a a

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Dada una matriz cuadrada de orden tres, llamamos menor complementario del elemento aij,  simbolizado
por Mij, al determinante de la matriz cuadrada de orden dos, que resulta de suprimir en A la fila i y la
columna j, a las que pertenece el elemento aij .

Calcular los determinantes de las matrices siguientes y de  sus traspuestas: 

  ;   ;  a) b)A B=
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 3
4 1

3 1
2 5

cc) d)  ;   .

Dadas las matrices 

C D

A

=
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

0 4
3 7

0 0
3 6

==
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + ≠ +

4 3
1 2

3 2
0 1

 y , comprueba:  ;  B A B A B A Ba) b) · == A B· .

1.

2.

A c t i v i d a d e s
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Por ejemplo, los adjuntos A21 y A31 de los elementos a21 y a31 serán:

2.3. Determinantes de orden tres
A cada matriz cuadrada A de orden tres le asociamos un número, llamado determinante de orden tres, de

la siguiente forma:

En la fórmula anterior, el determinante se ha expresado como producto de la primera fila por sus adjuntos; se
puede comprobar que el valor del determinante es  independiente de la fila o columna que se elija para su cálculo.

Si se opera sobre la definición anterior, aparece la expresión desarrollada del determinante de orden tres:

A
a a a
a a a
a a a

a A a A a A a
a a

= = + + =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 11 12 12 13 13 11
22 223

32 33
12

21 23

31 33
13

21 22

31 32

11 22 33 23

a a
a

a a
a a

a
a a
a a

a a a a a

− + =

= − 332 12 21 33 23 31 13 21 32 22 31

11 22

( ) − −( ) + ( ) =
= +

    - a a a a a a a a a a
a a a333 11 23 32 12 21 33 12 23 31 13 21 32 13 22 3      − − + + −a a a a a a a a a a a a a a a 11

El determinante de una matriz cuadrada de orden tres es igual a la suma de los elementos de
una fila  o columna multiplicados por los adjuntos correspondientes.

A
a a a
a a a
a a a

a A a A a A= = + +
11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 11 12 12 13 13

A M
a a
a a

a a
a a

A

21
2 1

21
2 1 12 13

32 33

12 13

32 33

31
3

1 1

1

= − = − = −

= −

+ +( ) ( )

( )

;

++ += − =1
31

3 1 12 13

22 23

12 13

22 23
1M

a a
a a

a a
a a

( ) .

Dada la matriz 

Simbolizar los 

A =
−

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 3 0
1 4 2
1 3 5

a)  mmenores y los adjuntos de  y .
Calcular sus valo

13 23a a
b)  rres.

  ,            ( )

Solución

M A

:

a)  13 13
1 31 4

1 3
1

1 4
=

−
−

= −
−

−
+

11 3
2 3
1 3

1
2 3
1 323 23

2 3

; 

      ,               ( ) .M A=
−
−

= −
−
−

+

b)     = 1 3 ( 1)( 4) = 3 4 = 1,         = ( 1) ( 1) =13 13
4 M A⋅ − − − − − − − −−

− ⋅ − − ⋅ − − −
1;

       = ( 2) 3 ( 1) 3 = 6 + 3 = 3,       = ( 1)23 23M A 55 ( 3) = 3.−

E j e m p l oE j e m p l o

2.
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Se ordenan las sumas y diferencias:

Nota: Los seis productos anteriores coinciden con el número 3! = 1·2·.3 = 6 y se obtienen con sencillez mediante
la llamada Regla de Sarrus:

Productos con signo +                   Productos con signo –

Los productos con signo (+) los forman los elementos de la diagonal principal y los otros dos los paralelos a ella
por los de los vértices opuestos.

Los productos con signo (-) los forman los elementos de la diagonal secundaria y los otros dos los paralelos
a ella por los de los vértices opuestos.

A
a a a
a a a
a a a

a a a a a a a a a= = + + +
11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 332 13 22 31 12 21 33 11 23 32       − − −a a a a a a a a a

Calcular el determinante de la matriz ( )A =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

2 1 3
4 0 5
1 2 6

⎟⎟
⎟
⎟

a)  Mediante el desarrollo por los elementos de una línnea.
Aplicando la Regla de Sarrus.

Desarro

b)  

a)  
Solución :

lllamos por la segunda fila:

     A = = ⋅ − +

2 1 3
4 0 5
1 2 6

4 1
1 3
2 6

2 1( ) ++ ⋅ − + ⋅ − = − − + − − − = −+ +0 1
2 3
1 6

5 1
2 1
1 2

4 6 6 0 12 3 5 4 1 152 2 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

b))  Por la Regla de Sarrus:
     Productos con signo más:     +2 0 6 + 1 5 1 + 4 2 3.
     Productos con signo menos: 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
  1 0 3 2 5 2 4 1 6.

     15.
     Nota: 

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
= + + − − − = −A 0 5 24 0 20 24

OObserva que los números por los que se multiplican los mennores van cambiando el signo; , +, .− −

E j e m p l oE j e m p l o

3.
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3. Propiedades de los determinantes de
orden tres

En este apartado se desarrollan algunas propiedades para los  determinantes de orden tres,  que son válidas
para los determinantes de cualquier orden. Dichas propiedades sirven para facilitar el cálculo de determinantes.

1. El valor del determinante de una matriz cuadrada es igual al de su traspuesta:

det (A) = det(At)

Por ejemplo:

.

2. Si en una matriz cuadrada se permutan entre sí dos filas, su determinante cambia de signo.

Esta propiedad permite hacer extensiva las propiedades de las filas a las columnas.

A At=
−

= = − =
1 1 1
0 3 5
0 2 4

1 0 0
1 3 2

1 5 4
2

Simbolizar y calcular los menores y los adjuntos de los eleementos  ,  y  de la matriz 21 23 32a a a A =
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

1 4 3
0 2 6
1 4 8

⎟⎟
⎟
⎟

=
−

=
−

=
−

=Calcula: ; ; ; A B C D
2 1 0
3 0 1
4 3 2

4 2 1
0 0 3
2 1 5

2 1 0
3 1 2
5 0 1

0 55 0
2 1 3
4 7 2

Calcula el determinante de las siguientes matricess: ; ; A B C=
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
2 1 4
0 3 2
3 1 5

1 2 3
5 0 6
3 6 9

1 0 33
5 0 6
3 6 9

4 1 1
5 2 3
2 1 0

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

; 

Calcular el va

D

llor de  para que el determinante de la matriz  sea ceroa A ::    

Calcular todas las raíces de la

A
a

a
=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 0
0 1 1
1 0

  siguiente ecuación en la incógnita :  x
x

x
x

−
−
−

=
1 2

1 2
1 2

0

3.

4.

5.

6.

7.

A c t i v i d a d e s
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Por ejemplo:

3. Si una matriz cuadrada tiene dos filas iguales, el determinante asociado es cero. Se puede razonar, si se
cambiaran entre sí las dos filas iguales, resultaría el mismo determinante y, por la propiedad anterior, el valor
del determinante sería un número que debe coincidir con su opuesto y este es el cero.

Por ejemplo:

.

4. Si una matriz tiene nulos los elementos de una fila o columna su determinante es cero.

Por ejemplo:

.

5. Si los elementos de una fila o columna se multiplican por un número, el determinante queda multiplicado
por dicho número.

Por ejemplo:

La igualdad se comprueba al desarrollar los dos miembros de la igualdad.

6. Si una matriz tiene dos filas proporcionales, el determinante asociado es cero.

Por ejemplo:

Se han aplicado las propiedades 5 y 3.

7. Si todos los elementos de una fila de una matriz pueden descomponerse en suma de dos sumandos, su
determinante puede descomponerse en la suma de dos determinantes del modo siguiente:

La igualdad se comprueba al desarrollar los dos miembros de la igualdad.

a a b b c c
d e f
g h i

a b c
d e f
g h i

a b c
d e f
g h i

1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2+ + +
= +

a b c
a b c

d e f

a b c
a b c
d e f

3 3 3 3 3 0 0= ⋅ = ⋅ = .

ka b c
kd e f
kg h i

k
a b c
d e f
g h i

= .

0 4 7
0 5 3
0 4 6

0
−

= .

1 2 3
0 2 1
1 2 3

0
−

−
= .

2 1 0
3 0 0
2 1 5

3 0 0
2 1 0
2 1 5

15 15
−

= −
−

− = −; . 
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8. Si una fila de una matriz es suma de otras dos multiplicadas por números distintos de cero, el determinante
asociado es cero.
Por ejemplo:

Se han aplicado las propiedades 7, 5 y 3.

9. Si a una fila de una matriz se le suma otra fila multiplicada por cualquier número distinto de cero, el determinante
de la matriz resultante no varía.
Por ejemplo:

Aplicar al segundo miembro las propiedades 8 y 6.

Esta propiedad se aplicará para anular todos los elementos de una fila menos uno, y de este modo facilitar
el cálculo del determinante mediante el desarrollo por los elementos de esa fila. 

10. El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de las
matrices factores.

det (A·B) = det (A)·det(B)
Comprobar la igualdad:

Primer miembro -10·17, igual al  segundo miembro -170.

2 0 1
3 1 1
0 4 3

3 1 0
0 2 1
1 2 4

7 0 4
10 3 3
3 2 8

−
−
− −

=
−
−
−

. .

a b c
d e f
g h i

a b c
d ma e mb f mc

g h i
= + + + .

α β α β α β
α β

d g e h f i
d e f
g h i

d e f
d e f
g h i

g h i
d e f
g h i

+ + +
= +

Sabiendo que = 5, calcular  
a a a
b b b
c c c

b b c
c

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3 2

1

2 2 2
2 22 2
2 2 2

7 0 2
1 1 1

1

3 2

1 3 2

c c
a a a

x y z

.

Sabiendo que  . Calcula el val= oor de los siguientes determinantes:

  ;   a) b)
3 3 3
7 0 2
1 1 1

x y z
   ;     ;     

7 7 7

1 0 2
7

1 1 1

2 7 2 2 2
1 1 1

3 3x y z x y z
x y z
x y z

x
c) d)+ +

+ + +

+ yy z
x y z

+
+ +

3
4 7 4 4 2

8 1 3

1 1 0

.

Calcular el valor del determinante: aa a a

a a a

+ +

+( ) +( )
1 2

1 22 2 2

 

8.

9.

10.
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4. Determinantes de orden n
El cálculo de determinantes mediante desarrollo directo termina en los de orden tres, para los que se precisan

3! = 6 sumandos de tres factores cada uno; de todas formas, los seis sumandos se forman fácilmente mediante
la Regla de  Sarrus. El cálculo de determinantes de orden cuatro necesita de 4! = 24 sumandos  de 4 factores
cada uno, lo que hace complicado su cálculo por este procedimiento.

La definición de determinante dada en el apartado 2.3 de esta Unidad para los determinantes de orden
tres generalizada dice: un determinante de orden n es igual a la suma de los productos de los
elementos de una fila cualquiera por sus adjuntos correspondientes, que serán  determinantes de
orden n – 1. En concreto, un determinante de orden cuatro se calcula mediante la suma de los productos
de los cuatro números de una fila por los cuatro adjuntos correspondientes de orden tres; el cálculo
se simplifica si se  aplican las propiedades de los determinantes para transformar el determinante dado
en otro de igual valor en el que una de las filas tenga el mayor número de ceros posible.

a c b+1
Prueba sin desarrollar que:

 a) 11
1

0 2b c a
c a b

a b b c c a
p q q r r p
x y y z z x

a b c
p q r
x

+
+

=
+ + +
+ + +
+ + +

= ⋅;     b)
yy z

a b c
d e f
g h k

c b a
k h g
f e d

a b c

.

Sabiendo que  = 1, calcular  .

Si xx y z
p q r

x z y
p r q
a c b

= 1, calcular  .
2 3
2 3
2 3

11.

12.

13.

Calcular el determinante .

1 2 3 4
0 3 1 4
0 3 5 2
3 2 1 0

1 2

−
− −

−
−

Solución :
−−

− −
−

− −

=

−
− −

−
− −

3 4
0 3 1 4
0 3 5 2
3 2 1 0 3 1 3

1 2 3 4
0 3 1 4
0 3 5 2
0 4 8 12ª ªF F por

por lla C F F

por la C

1 1
3 1 4

3 5 2
4 8 12

2 1

3 1 4
0 4 2
4 8 12

1

ª . º ª

ª

=
− −

−
− −

= + =

=
− −

− −
= −33

4 2
8 12

4
1 4

4 2
3 48 16 4 2 16 264

−
−

−
= − − − − − − =( ) ( ) .

 

E j e m p l oE j e m p l o
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5. Rango de una matriz 
En un sistema de ecuaciones lineales con solución, los términos independientes se obtienen mediante combinación

lineal de los coeficientes de las incógnitas; por ejemplo, el sistema:

se puede escribir en forma vectorial así:

Su solución x = 2 e y = 1 permite obtener los términos independientes como combinación lineal de los coeficientes
de las incógnitas.

Si formamos la matriz de los coeficientes del sistema                     y su ampliada con los términos indepen-

dientes                           , decimos que la columna de los términos independientes es combinación lineal de las 

columnas que forman los coeficientes.

En este apartado profundizaremos en la dependencia e independencia lineal de los vectores filas y columnas
que forman las matrices; conceptos necesarios para determinar el rango de las matrices, que a su vez será  la idea
fundamental para el estudio de los sistemas lineales que es el objetivo fundamental del Álgebra Lineal.

Vectores fila y vectores columnas de una matriz

Dada la matriz: A =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 2 3 4
2 4 6 8
6 1 7 0

A =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 5 9
3 7 13

M =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 5
3 7

2
3

5
7

9
13

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟x y

2 5 9
3 7 13

x y
x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

Halla el valor de los determinantes: 

  a)

1 4 5 0
0 2 4 6
0 0 3 7
0 0 6

−
−
−−

−
− −
− − −

12

1 1 2 0
0 3 2 1
0 4 1 2
3 1 5 7

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

;     ;     b) c) ;;     

Resolver los determinantes de V

d)

1 3 1 1
2 1 5 2
1 1 2 3
4 1 3 7

−
−

aandermonde:

  ;     a) b)
1 1 1

1 1 1 1
2 3 4 5
2 3 4 5
2 3 4

2 2 2
2 2 2 2

3 3 3

a b c
a b c

55

1 2 2 2
1 4 4 4
1 8 8 8

3

2 3

2 3

2 3;    c)

ln (ln ) (ln )
ln (ln ) (ln )
ln (ln ) (ln )

11 16 16 162 3ln (ln ) (ln )

 

14.

15.

A c t i v i d a d e s
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Estudio de sus filas:

La segunda fila de la matriz se obtiene al multiplicar la primera por dos, f2 = 2f1; decimos que f1 y f2 son linealmente
dependientes; los número que las forman son proporcionales:

La primera y tercera fila no son linealmente dependientes; se dice que son linealmente independientes.

Estudio de sus columnas:

La tercera columna es suma de la primera y segunda, c3 = c1 + c2; depende linealmente de ellas.

La cuarta columna se puede obtener por combinación lineal de la primera y segunda c4 = αc1 + βc2 ; igualdad
que da lugar al sistema: 

Se desarrolla y resuelve:

En el ejemplo anterior el número de filas y columnas linealmente independientes de la matriz coinciden; son
dos. En general esto es siempre cierto, por lo que podemos enunciar el teorema siguiente.

Demostración: La demostración la realizamos sin perder generalidad para el caso de una matriz de orden tres
en la que la tercera columna depende linealmente de las dos primeras, que son linealmente independientes.

Sea la matriz 

Supongamos que la tercera columna depende linealmente de las dos primeras:

C = αA + βB

P
a b c
a b c
a b c

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1 1

2 2 2

3 3 3

Teorema: En toda matriz el número de filas y de columnas linealmente independientes coinciden.

En general una fila (columna) L de una matriz es combinación lineal o linealmente dependiente de
sus paralelas L1, L2, … , Ln,, si existen α1, α2, …, αn números reales, con los que se obtiene la igualdad:

L = α1 L1 +  α2 L2  + …+  αn Ln

Las filas (columnas) no dependientes se dicen linealmente independientes.

4 2
8 2 4
0 6

4 2
0 6

4
11

24
11

= +
= +
= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

= +
= +

⎧
⎨
⎩

⇒ = − =
α β
α β
α β

α β
α β

α β; .

4
8
0

1
2
6

2
4
1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

α β

1
2

2
4

4
8

3
6

= = =
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Las tres filas se obtienen como combinación lineal de (1, 0, α ) y (0, 1, β) lo que indica que solo dos filas son
linealmente independientes.

La determinación del rango de una matriz es complicado si se hace a partir de la definición de dependencia;
por este motivo estudiáremos dos métodos que facilitan su cálculo y que combinados resultan sumamente eficaces.

5.1. Cálculo del rango por el método de Gauss
Consiste en aplicar a la matriz una serie de transformaciones elementales, que dejan invariante el rango, hasta

conseguir una matriz reducida o escalonada en la cual el rango se determina de inmediato.

Transformaciones que dejan invariante el rango.
● Intercambiar las posiciones de las filas entre sí.
● Multiplicar una fila por un número distinto de cero.
● Sumar a una fila otra multiplicada por un número distinto de cero.

Dada la matriz                                       , veamos la forma de calcular su matriz reducida aplicando las trasforma-

ciones anteriores.

Primero: Conviene que el elemento a11 sea uno para facilitar el resto de los cálculos; en este caso una de las
formas de hacerlo consiste en intercambiar las columnas primera y segunda entre sí.

Segundo. Se anulan todos los elementos de la primera columna, salvo el primero, aplicando la tercera
trasformación.

1 2 3 4
2 1 2 0
3 1 5 4

2
3

1 2 3 4
0 5 4 8
0 5 4 8

2 1

3

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
−

⇔ − − −
− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

f f
f f

⎞⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 2 3 4
2 1 2 0
3 1 5 4

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

A = −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 1 3 4
1 2 2 0

1 3 5 4

Estamos en condiciones de definir el rango de una matriz, como el número de sus filas o de sus
columnas linealmente independientes.
Si la matriz es A de orden n y su rango es h, se escribe rango( A ) = h.

                        P
a b a b
a b a b
a b a b

=
+
+
+

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3

α β
α β
α β 33

1 1 1 1

2 2 2 2

1
2
3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
+

ª
ª
ª

( )
( )
(

fila
fila
fila

a b a b
a b a b
a

α β
α β

33 3 1 3

1 1

2 2

3

1 0 0 1
1 0 0 1
1b a b

a b
a b
aα β

α β
α β

+

=
=
=

+
+

)

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )
( , 00 0 13, ) ( , , )α β+ b
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Tercero: Se anulan los elementos de la segunda columna situados debajo del su segundo elemento aplicando
de nuevo la tercera trasformación.

La tercera fila es cero, depende linealmente de las otras dos; la primera y la segunda son linealmente
independientes, por lo que el rango de A es dos.

5.2. Cálculo del rango por determinantes
Para definir y determinar el rango por determinantes es necesario dar algunos conceptos nuevos.
Menores de una matriz

En la matriz 
A = −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 1 3 4
1 2 2 0

1 3 5 4

Se llama menor de orden h de la matriz A de orden m x n al determinante de una matriz cuadrada
de orden h formada por los elementos de h filas y h columnas de la matriz A. 
Los menores de orden h se forman al suprimir de todas las formas posibles  m – h filas y n – h columnas
en la matriz A.

El rango de una matriz por el método de Gauss es el número de filas de su matriz reducida o
escalonada no nulas.

1 2 3 4
0 5 4 8
0 5 4 8

1 2 3 4
0 5 4 8
0 0 0 03 2

− − −
− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇔ − − −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

f f ⎟⎟

Calcular el rango de las matrices:

  a) A =
−
−
−

⎛

⎝

⎜
1 2 1 3
2 4 2 6
3 6 3 9

⎜⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

;      ;     b) c)B C
1 2 1 3
2 5 1 4
3 6 3 9

1 2 1 3
22 5 1 4
1 3 2 7

1 2 1 3
2 4 2 6
3 6 3 9

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟

Solución

A

:

a)  ⎟⎟
⎟

− +
− +

⇒
−⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒ =

=

2
3

1 2 1 3
0 0 0 0
0 0 0 0

1

1 2

1 2

1 3

f f
f f

rg A

B

( ) .

  b)
−−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− +
− +

⇒
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞1 3
2 5 1 4
3 6 3 9

2
3

1 2 1 3
0 1 3 2
0 0 0 0

1 2

1 3

f f
f f ⎠⎠

⎟
⎟
⎟

⇒ =

=
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− +
+

rango B

C f f
f f

( ) 2

1 2 1 3
2 5 1 4
1 3 2 7

2 1 2

1

.

  c)
33 2 3

1 2 1 3
0 1 3 2
0 5 1 10 5

1 2 1 3
0 1 3 2
0 0 14 20

⇒
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ − +

⇒
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

f f ⎠⎠

⎟
⎟
⎟

⇒ =rango C( ) 3.

E j e m p l oE j e m p l o

5.
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algunos menores de orden dos son: 

Los menores de orden 3 serán:

Todos son nulos.

El rango de la matriz anterior es dos; recuerda que su matriz reducida calculada por el método de Gauss anterior
tenía una fila nula, por tanto su rango era dos; esta coincidencia se generaliza en el teorema siguiente que no
demostramos.

Cálculo práctico del rango

Como hemos dicho al principio de este apartado, el rango de una matriz es fundamental para el estudio de
los sistemas lineales; por ello, dedicamos los párrafos siguientes a su cálculo combinando los dos métodos anteriores. 

Teorema: Si el rango de una matriz A es h y uno de sus menores no nulos es α; cada fila de la matriz
A que no figura en él es combinación de sus h filas.

Rango de una matriz por determinantes es el orden del mayor menor no nulo.

2 1 3
1 2 2

1 3 5
0

2 1 4
1 2 0

1 3 4
0

1 3 4
2 2 0
3 5 4

0− = − = =;   ;   .

2 1
1 2

5
2 3
1 2

7
2 4
1 0

4
2 1
1 3

5
2 0
5 4

8
−

=
−

=
−

= = =;  ;  ;  ; ...;   .
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Calcular el rango de la matriz P =

−
−
− − −

1 3 5 0 2
2 6 0 1 4
2 6 10 0 4

0 0 10 11 8

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 

Se suprimen las líneas (filas
Solución :
a)    o columnas) combinación lineal de otras que se aprecien aa simple vista.
    En la matriz  del ejemplo la tercera P ffila se obtiene al multiplicar la primera por menos dos; sse suprime y se estu-
    dia el rango de la matriz  que1P   tiene una fila menos.

                                                                   P1

1 3 5 0 2
2 6 0 1 4

0 0 10 1 8
=

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

b)  Se elige un elemento de la matriz  distinto de1P   cero; en esta caso el  = 1; este es un menor de orden11a   uno al 
    que llamaremos principal; el rango de  es maP yyor o igual que uno:
                                                                               

F
rango P( ) .≥ 1

c)  oormamos menores de orden dos orlando el menor principal seeleccionado (rodear el elemento de partida):

                                                          
1 3
2 6

6 6 0
−

−
= − = ;   

1 5
2 0

0 10 10
−

= + = .

6.
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    Hemos encontrado un menor de orden dos  distinto de cero, que pasará a ser el menor principal,  eel rango de  
    es mayor o igual que dos:
              

P

                                                                  
Se orla este menor, con las otras f

rango P( ) .≥ 2
d)  iilas y columnas para formar menores de orden tres:

                                                  
1 5 3
2 0 6

0 10 0
0

−
− = ;

11 5 0
2 0 1

0 10 1
0

1 5 2
2 0 4

0 10 8
0− = − =; .  

    Como se han formado todoos los menores de orden tres a partir del menor principal  y todos son nulos, el rango 
    de la matriz es dos:
                                                                                

Estudiar el rango de la matri

rango P( ) .= 2

zz  , para los distintos vaA =
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 2 3 2 0
0 1 2 1 3
4 2 15 21λ

llores del parámetro  .

Para cada valor real del 

λ

Solución :
pparámetro  se tiene una matriz; se trata de calcular el λ rrango de cada una de las infinitas 

matrices . Se toma elA   mayor menor posible que contenga , por ejemplo:

        

λ

                                                     
1 2 3
0

−
−− = − = ⇒ =

≠

1 2
4 2

2 2 0 1
λ

λ λ

λ

.

Para 1 el menor de tercer orden no se  anula, luego rango( ) = 3.

Si 1, se sustituye y queda  

A

λ = AA =
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 2 3 2 0
0 1 2 1 3
4 1 2 15 21

, el rango se calcula por GGauss.

1 2 3 2 0
0 1 2 1 3
4 1 2 15 21 4

1 2 3 2 0
0 1 2 1 3
0 73 1

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇒
−

−
−f f 114 7 21 7

1 2 3 2 0
0 1 2 1 3
0 0 0 0 02 3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟− +

⇒
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒
f f

rango(AA) .= 2

7.

Calcula el rango de la matriz  A =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎟⎟
⎟
⎟

.

Halla el rango de cada una de las matrices siguientes::   ; a) A =
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 1 3
2 2 3

16.

17.

A c t i v i d a d e s
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  ;   b) c)B =
−

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1 3
2 2 1
1 3 4

  ;    C D=
−

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

− −
− −

− −

1 1 3 4
2 2 1 1
1 3 4 3

2 4 3 5 2
5 3 1 2 4
1 5 7 1

d)
22 0

1 5 7 12 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

.

Si el rango de  es 2, siendo  una A A mmatriz de orden n, ¿qué se puede decir del rango de su traaspuesta?

Si una matriz  es una matriz de orden tres y |A A|| 0, ¿cuál es el rango de ?. Si | | = 0; ¿qué se puede a≠ A A ffirmar 
del rango de ?

  Escribe razonadamente una matri

A

a) zz cuadrada de orden 4 y rango 2 si sus dos primera filas sson, respectivamente:
     (2   - 1    3    4) y (1    -1      3   2);    Escribe una matriz de rango 3 si sus dosb)   primeras filas son las anteriores.

Hallar   y  para quea b   los vectores filas de la matriz  
1 4
1 2 1 2
0 1 2 1

a b
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

ssean linealmente dependientes y hallar su 

dependencia.

Calccula el rango de la matriz  según los valores de , sienM λ ddo . 

Calcular el rango de la ma

M =
− −

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

λ
λ

λ

1 1 1
0 2 1

0 2

ttriz  para los distintos los valores de , siendo A Aλ
λ

=
1 1 1

λλ λ
λ

+
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 2 1
1 1 1

.

Estudia, según los valores del parámmetro  el rango de la matriz , con λ λ
λ λ λ

A A =
−

− + −

1 2 3 0
1 5 2
3 4 9

⎛⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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6. Matriz inversa por determinantes
Los determinantes serán una nueva herramienta para calcular la matriz inversa, como vernos a continuación.

6.1. Matriz adjunta

Dada una matriz cuadrada A se llama matriz adjunta de A y se representa por adj(A), a la matriz
que resulta de sustituir cada elemento aij de la matriz A por su adjunto correspondiente  Aij.

E j e m p l oE j e m p l o

8. Dada la matriz                                    calcular su matriz adjunta.

Solución:

Calculemos en primer lugar el determinante de A; aunque para el cálculo de la matriz adjunta no se precisa su valor,
lo utilizaremos en las propiedades de la matriz adjunta.

Se calculan todos los adjuntos; para ello se coloca el signo que corresponde a la potencia (-1)i+j seguida del menor
complementario del elemento.

Por tanto, la matriz adjunta de A será,

adj A
A A A
A A A
A A A

( ) =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
− −
− −

−

11 12 13

21 22 23

31 32 33

6 9 4
8 12 2
2 −− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟2 2
.

A A A

A

11 12 13

21

2 3
2 0

6
1 3
3 0

9
1 2
3 2

4

2 4
2 0

8

= +
−

= = −
−

= − = + = −

= −
−

=

; ; .

;

    

     

  

A A

A A

22 32

31 32

2 4
3 0

12
2 2

3 2
2

2 4
2 3

2
2

= +
−

= − = −
− −

= −

= +
−

−
= − = −

−

; .

;
44

1 3
2

2 2
1 2

233−
= − = +

− −
= −; .  A

A =
− −

− = + + − − − = −
2 2 4

1 2 3
3 2 0

0 18 8 24 12 0 10.

A =
− −

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 2 4
1 2 3
3 2 0
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6.2. Propiedad de la matriz traspuesta de la adjunta

La demostración de esta propiedad se hace a partir de la definición de matrices adjunta traspuesta y las
propiedades de los determinantes.

6.3. Cálculo de la matriz inversa
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos a partir de la propiedad de la matriz transpuesta tendremos:

En el caso de |A | ≠ 0, y únicamente en esta situación, se puede dividir los dos miembros por |A | y queda:

Por último, teniendo en cuenta la definición de matriz inversa I, identificando las dos igualdades se tiene la
matriz inversa por determinantes, tendremos:

En el desarrollo del cálculo de la matriz inversa hemos obtenido los siguientes resultados:

● Únicamente tienen inversa aquellas matrices cuyo determinante es distinto de cero, es decir, las matrices
regulares.

A adj A
A

t
− =1 ( ( ))

A adj A
A

I
t

⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =( ( )) .

A adj A
A

A
A

A A It⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= ⋅( ( )) .
0 0

0 0
0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

E j e m p l oE j e m p l o

9. Comprobar que se cumple la propiedad anterior para  las matrices del ejemplo anterior.

Solución:

A adj A t⋅ =
− −

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

− −
− −

− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞
( ( ))

2 2 4
1 2 3
3 2 0

6 9 4
8 12 2
2 2 2⎠⎠

⎟
⎟
⎟

=
− −

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

−
− − −
− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

t 2 2 4
1 2 3
3 2 0

6 8 2
9 12 2
4 2 2

−−
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

10 0 0
0 10 0
0 0 10

.

El producto de  una matriz A por la traspuesta de su adjunta es una matriz escalar  en la que los elementos
de la diagonal principal coinciden con el valor del determinante de A. Es decir, en el caso de una matriz de
orden tres:

A adj A adj A A
A

A
A

t t⋅ = ⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

( ( )) ( ( )) .
0 0

0 0
0 0
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● La inversa de una matriz regular A es igual a la transpuesta de su adjunta, dividida por el determinante de A.

Como el proceso para llegar a la matriz inversa ha sido largo,  se resume así:

● Primero: se calcula el determinante de la matriz dada, si este es distinto de cero, la matriz es regular y tiene
inversa.

● Segundo: se calcula su matriz adjunta.

● Tercero: se traspone la matriz adjunta.

● Cuarto: se divide la matriz traspuesta  de la adjunta obtenida por el determinante.

Comprobar si las siguientes matrices tienen inversa y en caaso afirmativo calcularlas:  ; 

 

a)

b)

A

B

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
− −

3 2
5 4

2 3 4
1 2 −−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= = − =

3
3 2 0

3 2
5 4

12 10 2

 

  ; como el dete

Solución

A

:

a) rrminante es distinto de cero, la matriz  tiene inversa.

 

A

                                                      adj(AA
A A
A A

) =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

11 12

21 22

4 5
2 3

      Traspuesta de la aadjunta: .

      Inversa: 

( ( ))adj A

A

t =
−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
−

−
−

4 2
5 3

1
2

4 21

55 3

2 1
5
2

3
2

1
2

4 2
5 3

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

−
−

⎛

.

      Comprobación: 
⎝⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
− −

−

.
3 2
5 4

1
2

2 0
0 2

1 0
0 1

2 3 4
1 2 3
3

.

  b) B
22 0

1= − ; como es distinto de cero, la matriz  tiene inversB aa.

      Cálculo de la adjunta:adj B
A A A
A A A
A

( ) =
11 12 13

21 22 23

311 32 33

2 3
2 0

1 3
3 0

1 2
3 2

3 4
2 0

2 4
3 0

2 3
3 2

3
A A

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

+
−

−
−

+

−
−

+
−

−
− −

+
− 44
2 3

2 4
1 3

2 3
1 2

6 9 4
8 12 5
1 2 1

−
−

−
−

+
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

=
− −
− −
− −

⎛

⎝

⎜⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

.

E j e m p l oE j e m p l o

10.
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( ( ))

     

       Traspuesta de la adjunta:  adj B t == − − −
− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

− −−

6 8 1
9 12 2
4 5 1

1
1

6 8 1
9 11

.

      Inversa: B 22 2
4 5 1

6 8 1
9 12 2
4 5 1

−
− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
− − −⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

.

Dada la matriz  dependiente del parámA =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

λ

λ

1 0
0 1 1
1 0

eetro .

  Calcula el valor o los valores de  para los q

λ

λa) uue la matriz  no tiene inversa. 
  Halla la inversa par

A
b) aa  = 2.

  Se calcula la expresión del determin

λ
Solución :

a) aante: ;

     los valores que le anulan so

A = = − +
λ

λ
λ

1 0
0 1 1
1 0

12

nn las soluciones de la ecuación  + 1 = 0, dan lugar a 2− λ mmatrices que no tienen 
     inversa o matrices singulares,, estos valores son: 
      = 1 y   = 1.

  Para  = 2,

λ λ

λ

−

b)   se tiene la matriz ; su determinantA =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 1 0
0 1 1
1 2 0

ee es:  1 4 = .

     Matriz adjunta:  

− −

=

+ − +

3

1 1
2 0

0 1
1 0

0 1

adj A( )

11 2
1 0
2 0

2 0
1 0

2 1
1 2

1 0
1 1

2 0
0 1

2 1
0 1

2 1
− + −

+ − +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

=
− −11
0 0 3
1 2 2

1

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= = −−     Matriz inversa:  A adj A
A

t( ( )) 11
3

2 0 1
1 0 2
1 3 2

2
3

0 1
3

1
3

0 2
3

1
3

1 2
3

−
−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

−

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟
⎟
⎟
⎟⎟

.

11.
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Propiedades de la matriz inversa

a) El producto de dos matrices invertibles es invertible y su inversa es igual al producto de la inversa del segundo
factor por la inversa del primer factor.

(A·B)-1 = B -1·A-1

En efecto, multiplicamos por (A·B) los dos miembros.

(A·B)(A·B)-1 = A·B·B -1·A-1 = A·I·A-1 = A·A-1 = I

b) La inversa de la traspuesta es igual a la traspuesta de la inversa.

(At)-1 =  (A-1)t

En efecto, se multiplica  At por  (A-1)t y se opera:

At · (A-1)t = (A-1·A)t = I t = I.

De donde:

(A-1)t = (At)-1

E j e m p l oE j e m p l o

12. Si el determinante de la matriz A es 5 y el determinante de A·B es 15, calcula: 

a) El determinante de la inversa de A.

b) El determinante de B y de su inversa.

Solución:

a) Se parte de A·A-1 = I.

Aplicamos la propiedad de determinante de un producto de matrices

b) Se parte de A B A B B B B⋅ = ⋅ = ⋅ = = =−; ; ; .15 5 15
5

3 1
3

1  

A A A A I A A· · ; ; .− − − −= = = =1 1 1 15 1 1
5
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DETERMINANTES

2UNIDAD

Dadas las matrices ; , A B C=
−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

2 4
1 3

4 1
7 2

5 2
6 3

⎞⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ y . Comprobar si tienen inversa y en 

caso

D
2 4
1 2

  afirmativo calcularlas.

Sean las matrices A =
− −
− −

−

4 3 3
5 4 4
1 1 00

3 2 1
1 1 1
1 0 3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

,  . Determínese si  yB A    se pueden invertir y, en su caso, 

calcúlese la matriz 

B

iinversa.

Se considera la matriz    

Determi

A
a

a
=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1
1

a)  nnar los valores del parámetro real a para los cuales existte la inversa de la matriz  .
Obtener la inversa de 

A
Ab)     para  = 3.

Sea la matriz 

Determinar los

a

A
y

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 1
0

a)    valores de y para los cuales la matriz  tiene inversa.A
b))  

a)  

Calcular la inversa de  en estos casos. 

Calcular 

A

llos valores de  para los que no tiene inversa la matriz:λ

                                                                           

Calcula la i

1 1 1
1 1 1
1 1 1

+
+

+

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

λ
λ

λ

b)  nnversa para  = 1. 

Para cada valor del número real  se c

λ

t oonsidera la matriz:

                                                                            A t
t t

( ) = −
⎛

⎝

⎜
1 2
1 1 0
0 1 1

2

⎜⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

a)  Encontrar todos los valores de t para los que lla matriz  no tiene inversa.
Hallar la inversa de 

A t( )
b)  AA t t

A

( ) cuando 1. 

Se consideran las matrices:

 

= −

=
− −

⎛1 2
1 1 1

λ

⎝⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

  y  , donde  es cualquier númeroB
1 3

0
0 2
λ λ   real.

Encontrar los valores de   para los que  es a)  λ AB iinvertible.
Determinar los valores de   para los que b)  λ BBA es invertible.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

A c t i v i d a d e s
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R e c u e r d a

� Determinante de orden dos 

El determinante de una matriz cuadrada de orden dos es igual al producto de los elementos de la diagonal principal,
menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria: det (A)= a11a22 – a12a21.

� Menor complementario de un elemento 

Dada una matriz cuadrada de orden tres llamamos menor complementario del elemento aij y se simboliza por Mij al
determinante de la matriz cuadrada de orden dos que resulta de suprimir en A la fila i y la columna j, a las que
pertenece el elemento aij.

� Adjunto de un elemento 

Llamamos adjunto del elemento aij, y lo representamos por Aij, al menor complementario de aij precedido del signo
+ o –, según que la suma de los subíndices i + j sea par o impar, respectivamente; se expresa  Aij = (–1)i+j. Mij.

� Determinantes de orden tres 

El determinante de una matriz cuadrada de orden tres es igual a la suma de los elementos de una fila multiplicados
por los adjuntos correspondientes: |A| = a11A11 + a12A12 + a13A13. El desarrollo directo del determinante se logra mediante
la Regla de Sarrus. 

� Rango de una matriz 

Rango de una matriz es el número de sus filas o de sus columnas linealmente independientes; si el rango de A es
h, se escribe rango(A) = h.

� Cálculo del rango por el método de Gauss

Este método permite afirmar que el rango de una matriz es el número de filas de su matriz reducida o escalonada
no nulas.

� Cálculo del rango por determinantes: menores de una matriz 

Se llama menor de orden h de la matriz A de orden m x n al determinante de una matriz cuadrada de orden h formada
por los elementos de h filas y h columnas de la matriz A. Rango de una matriz por determinantes es el orden del
mayor menor no nulo.

� Matriz inversa por determinantes 

Únicamente tienen inversa las matrices cuyo determinante es distinto de cero.

� Matriz adjunta 

Dada una matriz cuadrada A, su matriz adjunta se obtiene al sustituir cada elemento aij de la matriz A por su adjunto
correspondiente Aij. 

� Matriz inversa

La inversa de una matriz regular A es igual a la traspuesta de la adjunta multiplicada por el inverso del determinante: 

A adj A
A

t
− =1 ( ( ))
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Vectores4
UNIDAD

l estudio de algunos elementos del
espacio, puntos, rectas y planos, y los
problemas que se pueden establecer

entre ellos, se facilita con la introducción de los
vectores. En su origen, el concepto de vector
surge en Física para caracterizar ciertas
cantidades que poseen dirección y sentido; su
empleo en Geometría convierte las relaciones y
deducciones geométricas en un cálculo.

Inicialmente, como hemos dicho, los vectores
se utilizaban en Física para representar
magnitudes dirigidas, pero las operaciones con
vectores, lo que hoy en día se conoce como
cálculo vectorial, es un invento del siglo XIX debido
a los matemáticos William Rowan Hamilton
(1805-1865) y Hermann Günther Grassmann
(1809-1877). El primero realizó una ampliación de
los números complejos que Hamilton denominó
cuaterniones y el segundo trató de encontrar
métodos algebraicos para resolver problemas de geometría. Los cuaterniones fueron
empleados por los físicos James Clerk Maxwell (1831-1879) y Josiah Willard Gibbs
(1839-1903) en algunas de sus obras. Sin embargo, modificaron su expresión original
hasta convertirla en lo que hoy conocemos como vector y sus operaciones. 

En esta unidad didáctica definimos lo que es un vector y las operaciones que podemos
realizar con ellos. Aplicamos las propiedades de las operaciones para resolver problemas
de ortogonalidad de vectores, cálculo de áreas de paralelogramos y de volúmenes de
paralelepípedos.

En esta unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes: 

1. Reconocer un vector gráficamente, y por sus coordenadas, y operar con vectores.

2. Determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o no.

3. Calcular el producto escalar de dos vectores, conocer sus propiedades y cuáles son
sus aplicaciones. Utilizarlas para hallar el ángulo de dos vectores y el módulo de un
vector.

4. Saber calcular el producto vectorial, conocer sus propiedades y utilizarlas para el
cálculo de áreas.

5. Definir el producto mixto de tres vectores y emplearlo para calcular el volumen de
un paralelepípedo. 

E

● William Rowan Hamilton (Wikipedia. org. Dominio
Público)  
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1. Vectores
Llamamos vector a un segmento orientado de extremos A y B. Cuando consideramos la orientación de A a B,

es decir,  A es el origen y B el extremo, simbolizamos el segmento por AB→. Cuando, por el contrario, tomamos B
como origen y A como extremo, el segmento se simboliza por BA→ .

Tres son las características de un vector .

Módulo de AB→: es la distancia entre A y B. El módulo del vector AB→: se simboliza por │AB→│.

Dirección de AB→: es la recta que contiene a los puntos A y B o cualquier otra recta paralela a ella.

Sentido: en todo segmento de extremos A y B caben dos sentidos el que va de A a B y el que va de B a A.

Como  hemos definido la dirección de un vector como la recta que contiene al vector
o cualquier otra recta paralela a ella, podemos encontrarnos con dos vectores, AB→ y
A’B→’, que tienen el mismo módulo, dirección y sentido, tal como vemos en la figura. 

En esta situación decimos que AB→= A’B→’ . Hay muchos vectores que son iguales
a AB→. Si todos son iguales, no tiene mucha importancia cuál es el origen de un vector,
sino su módulo, dirección y sentido; por esta razón a todos los vectores que tienen el
mismo módulo, dirección y sentido que AB→ acostumbramos a simbolizarlos por una
letra minúscula con una flechita encima, por ejemplo v→. ¿Qué son AB→ y A’B→’ de v→ ?

Podemos decir que son localizaciones del vector  v→, una con origen A y otra en A’. En cualquier punto del espacio
podemos situar una localización de v→ siempre que tenga el mismo módulo, dirección y sentido.

A partir  de ahora, hablaremos indistintamente de vectores simbolizados por una letra  u→, v→ como de sus
localizaciones en un punto del espacio determinado AB→, CD→.

2. Operaciones con vectores en forma gráfica
Multiplicación de un vector por un número

Si dado un vector  v→ lo multiplicamos por 2 obtenemos el vector 2 v→ que gráficamente
tendrá doble longitud de v→. Si lo multiplicamos por -1 obtenemos - v→ que tiene sentido opuesto
a  v→. Si lo multiplicamos por ½ obtenemos ½ v→,cuyo módulo será la mitad. En la figura adjunta
hemos dibujado también -2 v→, 4 v→.

Resumiendo, si multiplicamos un número m por el vector  v→ obtenemos un nuevo vector
m v→ con las siguientes características:

● El módulo de m v→ es igual al valor absoluto de m, por el módulo de  v→, │m v→ │= │m ││v→ │.

● La dirección de m v→ es la misma que la de v→.

● El sentido de m v→ es el mismo que v→ si m > 0; cuando m < 0, el sentido de m es opuesto a v→. 

Al multiplicar 0 por  v→ obtenemos el vector  0→, es decir, 0 v→ = 0→. El vector 0→ es aquel en el que coinciden origen
y extremo. Sus localizaciones son del tipo AA→ = BB→ = CC→, por supuesto no tiene dirección, y el módulo es cero.
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B                B’

A               A’

2 v→         v→       v→ 

v→       – v→                              

–2 v→                 4 v→
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Suma de vectores

La suma de los vectores v→y w→ es otro vector, que simbolizamos por v→+ w→, y obtenemos
de dos formas. Una, construyendo el paralelogramo de lados  v→ y w→, entonces la diagonal
del paralelogramo será el vector v→+ w→.  Como vemos en la figura de la izquierda.

Otro modo de sumar vectores consiste en trazar w→ con
origen en el extremo de  v→ y seguidamente unir el origen de
v→con el extremo de w→. El resultado también es v→+ w→. En

la figura  derecha vemos cómo se hace esta suma. Los dos modos de sumar vectores
indican que la suma de vectores es una operación conmutativa.

Resta de vectores
La diferencia de los vectores  v→ y w→, v→– w→, es un vector que sumado con w→

nos da v→. Es decir, w→+ ( v→– w→) = v→. En la figura hemos dibujado el único vector
que cumple esta condición: v→– w→. 

¿Cómo sería w→– v→? Pues un vector que sumando a  v→ nos da w→. Con
los mismos vectores v→ y w→ de la figura traza w→– v→.

Algunas propiedades de las operaciones con vectores
● Propiedad asociativa: ( u→+ w→) + v→ = u→+ ( w→+ v→) ; es decir, se pueden sumar más de 2 vectores.
● Propiedad conmutativa: u→ + v→ = v→ + u→. 
● Vector cero: 0→+ u→= u→+ 0→ = u→.
● Para cada vector opuesto existe un opuesto: u→+ (– u→) = 0→; al sumar  a un vector u→ su opuesto – u→

obtenemos el vector 0→.
● Propiedad asociativa para la multiplicación por números reales: m·(n u→) = (m·n) u→, para m y n números

reales.
● Distributivas: (m + n) u→ = m·u→+ n·u→ y  m( u→ + v→) = m u→+ m v→, distributiva respecto a la suma de números

y distributiva respecto a la suma de vectores.
● Multiplicación por la unidad: 1· u→ =  u→. 

v→+ w→

v→     

w→ v→+ w→

w→    

v→ 

w→                                v→– w→  

v→ 

E j e m p l oE j e m p l o

1. Dados  v→ y u→ de distinta dirección, traza  v→– u→,  u→– v→ y  – u→+ 3 v→.

Solución:
u→                                    u→                                             u→                                     – u→

v→     v→      v→                                                                  3 v→

v→– u→ u→– v→
– u→+ 3 v→

1. Si u→ y v→ , son los vectores del ejemplo 1, traza u→+  v→,  3 u→, –2 v→+ u→, 2 v→ – u→.
2. Si  u→, v→, w→ son tres vectores que están en el mismo plano dibuja  2 u→, 3 v→, u→+ 2 v→ + w→.

u→  
v→

w→

A c t i v i d a d e s



96

VECTORES

4UNIDAD

3. Combinaciones lineales de vectores
Una combinación  lineal de los vectores u→1 , u→2 , u→3 , …,u→n es una expresión del tipo k1 u→1 + k2 u→2 + k3 u→3 +

…+ knu→n , donde k1, k2 , …, kn son números reales llamados coeficientes de la combinación lineal.

Por ejemplo, dados los vectores u→, v→ y w→, la expresión 2 u→ - 3 v→ + 4 w→ es una combinación lineal.

Un conjunto de vectores { u→1 , u→2 , u→3 , …,u→n } es linealmente dependiente si entre ellos hay alguno que es
combinación lineal de los demás. Por el contrario, un conjunto de vectores es linealmente independiente si ninguno
de ellos se puede expresar como combinación lineal de los demás. 

Hay un criterio para determinar si un conjunto de vectores w→1, w→2,…, w→n es linealmente dependiente o no. Si
existe una combinación lineal, con los coeficientes no todos nulos, que conduce al vector 0→, entonces los vectores
son linealmente dependientes. Por el contrario, si la única combinación lineal que conduce al vector 0→ es la que
tiene todos los coeficientes nulos, entonces son linealmente independientes.

E j e m p l o sE j e m p l o s

2. Dos vectores de la misma dirección son linealmente dependientes.

Solución: 

Si u→ y v→ tienen la misma dirección, entonces u→= k v→, siendo k un número distinto de cero. La expresión u→– k v→= 0→,
es una combinación lineal de coeficientes no nulos que da el vector 0→.

3. Dos vectores del espacio, u→ y  v→, de distinta dirección son linealmente independientes.

Solución: 

Al tener distinta dirección no hay ningún número k que cumpla la igualdad u→= k v→.
Luego la única posibilidad de que k1 u→+ k2 v→= 0→, es que k1 = k2 = 0→ . Los vectores
son linealmente independientes.

4. Tres vectores coplanarios (en el mismo plano) u→, v→ y w→ son linealmente dependientes.

Solución: 

Trazados con el mismo origen, como vemos en la figura, siempre podemos poner uno de ellos, en este caso v→,
como suma de sendos múltiplos de u→ y w→. Es decir, v→ = k1 u→ + k2 w→ ; k1 u→ + k2 w→ – v→= 0→. 

5. Tres vectores del espacio, u→1, u→2 y u→3, no coplanarios son  linealmente  independientes.

Solución: 

Al no estar ninguno de ellos en  el plano de los otros dos, no hay posibilidad de expresar cualquiera
de ellos como combinación lineal de los otros dos.

6. Dados tres vectores del espacio, u→1, u→2 y u→3, no coplanarios, cualquier otro vector del espacio  w→ se puede expresar
como combinación lineal de ellos.

Solución: 

Si dibujamos todos con el mismo origen, podría darse una situación, como la de la figura. Observamos
que el vector w→ se puede escribir como suma del vector 2u→1 + 2u→2 con el vector 3u→3. Es decir,
w→ = 2u→1 + 2u→2+ 3u→3.

k2 w→              v→

k1 u→

u→1

u→2

u→3

3 u→1

w→

2u→2

2u→3
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3.1. Bases y coordenadas de un vector
Un conjunto de tres vectores u→1, u→2 y u→3, como  el de los ejemplos 5 y 6 anteriores, cumple dos condiciones:

son linealmente independientes y cualquier otro vector se puede escribir como combinaciones lineales de ellos.

Un conjunto que cumpla estas condiciones se llama una base de los vectores del espacio. Tres vectores u→1,
u→2 y u→3 no nulos y no coplanarios forman una base de los vectores del espacio.

Dada una base B = { u→1, u→2 , u→3 } cualquier vector v→ se puede poner de forma única como combinación lineal
de la base.

v→ = k1 u→1 + k2 u→2 + k3 u→3

A los números k1, k2, k3, se les denomina coordenadas  v→ respecto a la base o componentes del vector respecto
a la base y como son únicas, una vez fijada la base, al vector  v→ lo expresamos así: v→ = k1 u→1 + k2 u→2 + k3 u→3

Si v→ = 2 u→1 + 3 u→2 – 4 u→3 , entonces podemos expresarlo así v→ = (2 , 3, – 4). A los números (2 , 3, – 4) se les
llama coordenadas o componentes del vector  v→ respecto a la base { u→1, u→2 , u→3 }. Los vectores del espacio pueden
tener muchas bases, pero todas tienen el mismo número de vectores.

Hay una base de los vectores del espacio especialmente utilizada. La simbolizaremos por {  i→,  j→, k→ } y son
vectores perpendiculares entre sí, y todos tienen  el mismo módulo; módulo que tomamos como unidad de longitud.
A esta base se le llama base ortonormal. A partir de ahora supondremos que los vectores del espacio están
referidos a la base {  i→,  j→, k→ }.

3.2. Operaciones con vectores expresados por sus
coordenadas

Todas las operaciones que hemos hecho con vectores de una forma gráfica pueden hacerse numéricamente
con sus coordenadas.

Si u→ = ( x1, y1, z1)  y  v→ = ( x2, y2, z2), entonces la suma la expresamos así:

u→+ v→ =  ( x1, y1, z1) +  ( x2, y2, z2) = ( x1+ x2, y1 + y2 , z1+ z2)

El producto por un número m se expresa por:         m· u→= m ( x1, y1, z1) = ( m x1, m y1, m z1).

E j e m p l oE j e m p l o

7. Dada la base B = {  i→,  j→, k→ }, halla las coordenadas de i→,  j→y k→ con respecto a la base B.

Solución: 

Expresemos i→,  j→y k→ como combinación lineal de los vectores de la base:

i→=1 i→+ 0 j→+ 0 k→, luego = (1, 0, 0)

j→=0 i→+ 1 j→+ 0 k→, luego = (0, 1, 0)

k→= 0 i→+ 0 j→+ 1 k→, luego = (0, 0, 1)
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Una combinación lineal de u→ y v→ con coeficientes m y p, se indica como:

m u→+ p v→ =  m( x1, y1, z1) +  p( x2, y2, z2) = ( mx1+ px2, my1 + py2 , mz1+ pz2)

De ahora en adelante toda relación gráfica entre vectores la expresaremos en una relación algebraica entre
sus coordenadas.

Al  expresar los vectores por sus coordenadas, resulta muy fácil estudiar la dependencia e independencia lineal
de un conjunto de vectores.

Dado un conjunto de vectores v1, v2,..., vr para averiguar si son linealmente dependientes, o no, podemos formar
una matriz con sus coordenadas, tomándolas como filas. El rango de esa matriz nos indicará si son linealmente
dependientes o no lo son. Cuando el rango es igual al número de filas, los vectores son linealmente independientes;
cuando el rango es menor que el número de filas, serán linealmente dependientes.

En resumen, dados los vectores u→ = (u1, u2, u3), v→ = (v1, v2, v3)  y w→ = (w1, w2, w3):

● u→ y v→ linealmente dependientes ↔ u→ y v→ tienen la misma dirección o rango                          =1
u u u
v v v

1 2 3

1 2 3

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

E j e m p l o sE j e m p l o s

8. Si u→= (3, 0, -3) y  v→ = (-1, 4, 1), determina las coordenadas de: 

a) 3 u→ ; b) – v→ ; c) u→ + 4 v→ ; d)  v→ – u→ ; e) u→– v→ ; f) 2 u→– 3 v→

Solución: 

a) 3 u→ = 3 (3, 0, – 3) = (9, 0, -9);   b)   – v→ = (1, – 4, – 1);   c)   u→ + 4 v→ = (3, 0, – 3) + 4 (– 1, 4, 1) = (– 1, 16, 1);

d) v→ – u→= (– 1, 4, 1) – (3, 0, – 3) = (– 4, 4, 4);    e)   u→– v→= (3, 0, – 3) – (– 1, 4, 1) = (4, – 4, – 4);

f)   2 u→– 3 v→ = 2 (3, 0, – 3) – 3(– 1, 4, 1) = (9, – 12, – 9)

9. Dados los vectores  u→ = (1, 3, 1) ,  v→ = ( 3, 1, –3 ) ,  w→ = ( 0, 1, 2 ) , y t→ = (– 4, 0, 0) , expresar   como combinación
lineal de u→, v→ y w→

Solución: Tenemos que hallar tres números a, b y c tales que 

t→ = a u→ + b v→+ c w→

Pasando a coordenadas esta igualdad vectorial obtenemos:

(– 4, 0, 0) = a (1, 3, 1 )  + b (3, 1, – 3) + c (0, 1, 2),

igualdad que conduce al sistema:

Cuyas soluciones, compruébense, son a = 2 , b = – 2 y c = – 4

a b
a b c

a b c

+ = −
+ + =

− + =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

3 4
3 0

3 2 0
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● u→ y v→ linealmente independientes ↔ u→ y v→ distinta dirección o rango                           = 2

● u→, v→ y w→ linealmente dependientes ↔ u→, v→ y w→ tienen la misma dirección si rango                           = 1

● u→, v→ y w→ linealmente dependientes ↔ u→, v→ y w→ coplanarios o rango                            < 3

● u→, v→ y w→ linealmente independientes ↔ u→, v→ y w→ no coplanarios o rango                            = 3

Cuatro vectores en el espacio siempre son linealmente dependientes porque la matriz que formemos con sus
coordenadas no puede tener más de tres columnas y el rango de esa matriz no puede ser, porque el número de
filas y columnas linealmente independientes coinciden, mayor que tres.

u u u
v v v
w w w

1 2 3

1 2 3

1 2 3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

u u u
v v v
w w w

1 2 3

1 2 3

1 2 3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

u u u
v v v
w w w

1 2 3

1 2 3

1 2 3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

u u u
v v v

1 2 3

1 2 3

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

E j e m p l o sE j e m p l o s

10. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes:

a) {(1,1,0), (2,0,1), (3,1,0)},   b) {(1,1,1), (2,0,-2), (3,–3,0), (0,–2,–4)}.

Solución: 

a) Estudiamos el rango de                       , como el determinante de la matriz es distinto de cero, el  rango de la matriz

es 3 y los vectores son linealmente independientes.

b) La matriz no puede tener rango mayor que 3, por tanto los vectores son linealmente dependientes. 

11. Determinar si los vectores u→ = (1, 2, 3),  v→ = (4, 5, 6)  y w→ = (7, 8, 9) son linealmente dependientes y, si lo son,
hallar una combinación lineal de ellos que dé el vector 0→.

Solución: 
Un modo de hacerlo podría ser calcular el rango de                    , y si es menor que 3, resolver el sistema:

a (1, 2, 3) + b (4, 5, 6) + c (7, 8, 9) = (0, 0, 0).

Escalonando la matriz                    , al mismo tiempo que calculamos el rango, determinamos, si es el caso, una

combinación lineal de las filas que dé (0, 0, 0). Procedemos así:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 2 3
4 5 6
7 8 9

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1 0
2 0 2
3 3 0
0 2 4

−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

1 1 0
2 0 1
3 1 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
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4. Producto escalar de dos vectores
Se llama producto escalar de los vectores v→= (v1 ,v2,v3) y  w→  = (w1 ,w2,w3) respecto a la base B = {  i→,  j→, k→ },

y lo simbolizamos por v→· w→ , al número real:

De la definición se deducen con facilidad las siguientes propiedades:

● Conmutativa: v→· w→ = w→ · v→. Es evidente que  v→· w→ = v1· w1 + v2· w2 + v3· w3 = w1· v1 + w2· v2 + w3· v3 = w→ · v→

● Distributiva: v→·( w→+ t→) =v→· w→ + v→· t→. 

Si expresamos los vectores por sus coordenadas, resulta: 
(v1 ,v2,v3) · ( w1 + t1 , w2 + t2 , w3 + t3) = v1 · ( w1 + t1) + v2 · ( w2 + t2) + v3 · ( w3 + t3) = 
= v1 ·w1 +  v1 · t1 + v2 ·w2 +  v2 · t2 + v3  ·w3 +  v3 · t3 = ( v1 ·w1 + v2 ·w2 + v3 ·w3 ) + ( v1 · t1 +  v2 · t2 + v3 · t3  ) =  v→· w→ + v→· t→

● k ( v→· w→)  = (k v→) · w→ = v→· (k w→), siendo k un número distinto cero.

No se cumple la propiedad asociativa para tres vectores. Es fácil ver que  v→·( w→· t→) ≠ ( v→· w→ ) · t→;  en el
primer caso resulta un vector paralelo a v→ y en el segundo, paralelo a t→.

v→· w→ = v1· w1 + v2· w2 + v3· w3

Observamos que el rango de la matriz es 2, número de filas no nulas que tiene la matriz escalonada correspondiente;
son por tanto linealmente dependientes. Además una combinación lineal que nos dé el vector cero será:
u→–2 v→+ w→= 0→.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

1 2 3
0 3 6
0 6 12

4
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

→ − −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−

�
�
�

�
� �

u
v
w

u
v u
�� �

�
� �

� � � �
w u

u
v u

w u v u−
→ − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
− − +

→ −
7

1 2 3
0 3 6
0 0 0

4
7 2 8

1 2 3
0 3 −−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
− +

6
0 0 0

4
2

�
� �

� � �

u
v u

u v w

3. Averiguar si los conjuntos de vectores son linealmente dependientes o no: 

a) {(7, 2, 5,), (0, 0, 0), (4, 3, –2)}, b) {(0, –1, 1), (2, 0, –2), (3, 4, 1), (1, 2, –4)}.

4. Determinar si los vectores u→1 = (1, 1, 2),  u→2 = (1, 2,1)  y  u→3 = (2, 1, 1) son linealmente dependientes. Expresar
w→ = (8, 0, 4) como combinación lineal de  u→1, u→2 y u→3.

5. Probar que los vectores u→= (1, 2, 3),  v→ = (–1, 0,1)  y  t→ = (4, 4, 4) son linealmente dependientes. Encontrar una
combinación lineal de ellos que dé el vector cero.

6. Dados los vectores u→ = (a,1+a , 2a), v→ = (a,1, a)  y w→ = (1,a,1) determinar los valores de a para que u→, v→ y w→

sean linealmente independientes. Expresar  t→= (3, 3, 0) como combinación lineal de u→, v→ y w→ , cuando a = 2.

A c t i v i d a d e s
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● Multiplicación por el vector 0→ = (0,0,0), v→· 0→= 0→

● Para todo vector v→ ≠ 0→, v→· v→ > 0. Es evidente que cualquiera que sean las componentes de v→, positivas
o negativas, v→· v→ será siempre un número positivo, ya que v→· v→ = v 2

1 + v 2
2 + v 2

3 .

Esta consideración tendrá importancia para calcular el módulo de un vector.

4.1. Otra formulación del producto escalar
Hay otra forma de calcular el producto escalar de dos vectores y es equivalente a la que hemos visto. Con

ella resulta más fácil  estudiar la perpendicularidad de dos vectores, el ángulo que forman y cómo determinar la
proyección de un vector sobre la dirección de otro.

Sean v→ y  w→ dos vectores. En la figura, y con origen en un punto M hemos dibujado, v→, w→ y  v→– w→. En el
triángulo de vértices MNP se cumple el teorema del coseno: un lado al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados
de los otros dos lados menos el doble producto de los otros dos lados por el coseno del ángulo que forman. Es
decir, se tiene que:

| v→– w→| 2= | v→| 2+| w→| 2 – 2| v→|| w→| cosα

Como | v→| 2 = v→·v→, | w→| 2 = w→ · w→ y | v→ – w→| 2 = (v→ – w→)·(v→ – w→), entonces 

(v→ – w→)·(v→ – w→)= v→·v→+ w→ · w→ – 2| v→|| w→| cosα

Y operando resulta, v→· v→ – v→· w→ – w→ ·v→+ w→ · w→ = v→·v→+ w→ · w→ – 2| v→|| w→| cosα

Anulando términos opuestos, queda: – v→· w→ – w→ ·v→ = – 2| v→|| w→| cosα

v→· w→ + w→ ·v→ = 2| v→|| w→| cosα

2 v→· w→ = 2| v→|| w→| cosα

v→· w→ = | v→|| w→| cosα

E j e m p l oE j e m p l o

12. Dados los vectores v→ = (2,1,–5), w→ = (3,2,1) y  t→ = (-1,1,4):

a) Comprueba que v→·( w→+ t→) =v→· w→ + v→· t→

b) Comprueba que v→·( w→· t→) ≠ (v→· w→ ) · t→

c) Calcula  v 2 = v→· v→, w 2 = w→· w→  y   t 2 = t→· t→

Solución: 

a)  v→·( w→+ t→) = (2,1,–5)·[ ( 3,2,1) + (–1,1,4) ] = (2,1,-5)·(2,3,5) = 2·2+1·3+(–5)·5 =–18

v→· w→ + v→· t→= (2,1,–5)·(3,2,1)+(2,1,–5)·(–1,1,4) = 2·3+1·2+(–5)·1+2·(–1)+1·1+(–5)·4=–18 

b)  v→·( w→· t→) = (2,1,–5)·[ (3,2,1)·(–1,1,4) ] = (2,1,–5)·[ 3·(–1)+2·1+1·4 ] = (2,1,–5)·3 = (6,3,–15)

( v→· w→ ) · t→= [ (2,1,–5)·(3,2,1) ]·(–1,1,4) = 3·(–1,1,4) = (–3,3,12).

c)  v 2 = (2,1,–5)·(2,1,–5) = 22+12+ (–5)2 = 30, w 2 = (3,2,1)·(3,2,1) =15,  t 2 = 18.

P

v→– w→                  v→                 v→– w→

– w→          M              w→ N
α
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El producto escalar de dos  vectores es, también, el producto de los módulos por el coseno del ángulo que
forman. Esta nueva definición de producto escalar permite resolver algunos problemas geométricos con sencillez.

4.2. Aplicaciones del producto escalar
Módulo de un vector

El módulo de un vector v→ = (v1, v2, v3) es la longitud entre el origen y extremo, de cualquiera de sus localizaciones,
y viene dado por | v→| =√⎯⎯⎯⎯⎯v→· v→ . Es evidente que v→· v→ = |v→|·| v→| cos 00 = |v→|2;  en consecuencia, si |v→|2= v→· v→, 

Vector unitario

Llamamos vector unitario al de módulo 1. Por ejemplo, el vector                         es unitario, compruébalo

empleando la fórmula anterior. Conocemos que los vectores de la base {  i→,  j→, k→ } son unitarios, pero además
veremos que dado un vector t→ = (t1, t2, t3)  podemos encontrar otro de módulo 1 paralelo a él. Si multiplicamos t→

por       resulta el vector

Proyección de un vector  sobre la dirección de otro

En la figura hemos dibujado dos vectores v→ y w→ y la proyección de v→ sobre
w→.

Como en el triángulo rectángulo que forma  v→ con su proyección sobre w→

se cumple que:

En la fórmula  v→· w→ = | v→|·| w→| cosα el factor | v→| cosα es la proyección de  v→ sobre w→, entonces: 

v→· w→= | w→| ·proyección de v→ sobre w→  ó  proyección de v→sobre w→= 

Por lo que podemos afirmar que el producto escalar de dos vectores es igual al producto del módulo de uno de
ellos por la proyección del otro sobre él.

1
�
t

�
t = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

3
5

0 4
5

, ,

� � �
v v v v v v= ⋅ = + +1

2
2
2

3
2

� �
�

v w
w
⋅ .

cosα =  v   w
v

proyección de sobre� �
�

                                                                    

Este vector tiene mód

�
� � � �
t
t

t
t

t
t

t
t

=
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

1 2 3, ,

uulo 1 ya que:

                                            
��
� � � � �

�

�
t
t

t

t

t

t

t

t

t t t

t

t

t
= + + = + + = = =1

2

2
2
2

2
3
2

2
1
2

2
2

3
2

2

2

2 1 1

Por ejeemplo, el vector ( ) tiene módulo = 3 ( )2� �
s s= − + + − =3 0 4 0 42 2, , 55

3
5

0 4
5

, y el vector

, que como antes vimo
�
�

�s
s

t= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=, , ss es unitario.

VECTORES
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v→

α
w→
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Ángulo que forman dos vectores

Aunque en el epígrafe anterior hemos dibujado dos vectores con el mismo origen
y calculado la proyección de uno sobre el otro, todavía no hemos hablado del ángulo
que forman dos vectores.

El ángulo que forman dos vectores  v→ y w→ es el menor de los dos ángulos que
determina una localización de estos vectores con el mismo origen. En la figura observamos que al dibujar los
vectores con el mismo origen se forman dos ángulos. Uno mayor o igual que 180º y otro menor o igual. Los vectores
forman un ángulo de 0º cuando tiene la misma dirección y sentido, mientras que cuando tienen la misma dirección
y sentidos opuestos, el ángulo que forman es 180º. 

De la fórmula v→· w→ = | v→|·| w→| cosα, despejando el cosα, obtenemos:

Determinación de la perpendicularidad de dos vectores

Si los dos vectores v→= (v1 , v2, v3) y w→  = (w1 , w2, w3) , forman un ángulo de 90º, es decir, son perpendiculares
u ortogonales, como cos 90º = 0, se cumplirá que:

v→· w→ = | v→|·| w→| cos 90º = v1w1 + v2w2 + v3w3 = 0.

Por lo tanto,  v→┴ w→ = 0 ↔ v1w1 + v2w2 + v3w3 = 0.

cosα = ⋅
⋅

� �
� �
v w
v w

Hallar el ángulo que forman los vectores  (1, 1,3) y  � �
v w− ((0, ,2). 

                             

4
Solución

v w
:

cosα = ⋅
� �
�� �
v w⋅

=
⋅ + −( ) ⋅ + ⋅

+ −( ) + ⋅ + +
=

⋅
=

1 0 1 4 3 2

1 1 3 0 4 2

2
11 20

0 134839
2 2 2 2 2 2

,

Ahhora, el ángulo cuyo coseno es , con una calculad0 134839, oora científica, se halla así:

SHIFT   COS   0,134839 =  82,-1 2250689 SHIFT   º ' ''  82º15´ 2,48´´.

La tecla del arco cosenno de la calculadora, cos , nos devuelve un ángulo compr-1 eendido entre 0º y 180º.
Nota: Como el denominador de la fraacción anterior siempre es positivo podemos observar que
1.. Si w + w + w  > 0, entonces 0º <  < 90º1 2 3

� �
v w v v v⋅ = ⋅ ⋅ ⋅1 2 3 α

22. Si w + w + w  < 0, entonces 90º <  < 11 2 3
� �
v w v v v⋅ = ⋅ ⋅ ⋅1 2 3 α 880º

3. Si w + w + w  = 0, entonces   = 901 2 3
� �
v w v v v⋅ = ⋅ ⋅ ⋅1 2 3 α  ºº.

E j e m p l oE j e m p l o

13.

v→ α < 180º

w→
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14. Hallar un vector perpendicular a v→ = (–2, 5, –7) 
Solución: 
El modo más sencillo de hallar un vector perpendicular a otro es llevar la 1ª componente al lugar de la 2ª, y la 2ª al
lugar de la 1ª, con el signo cambiado, y la 3ª convertirla en 0; así:

(–2, 5, –7 )

( –5, –2, 0 )
También se puede cambiar la 2ª y la 3ª ó la 1ª y la 3ª y la que falta igualarla a cero.

15. Hallar un vector t→ perpendicular a v→ = (3,1,2) y w→= (5,–6,1)
Solución: 
Sea t→ = (x, y, z); si t→ es perpendicular a  v→, t→· v→ = 0, sus coordenadas tienen que cumplir la siguente condición:
(x, y, z)·(3,1,2) = 0 → 3x + y +2z = 0.
Si  t→ es perpendicular a w→, t→ · w→ = 0, sus coordenadas tienen que cumplir la siguente condición:
(x, y, z) · (5,–6,1) = 0 → 5x – 6y + z = 0.

Las soluciones del siguiente sistema serán las coordenadas de  t→: 
3x + y +2z = 0 }5x – 6y + z = 0

Es un sistema con infinitas soluciones. ¿Por qué? Hay, por tanto, infinitos vectores perpendiculares a v→ y w→, y todos
tienen la misma dirección. En el apartado siguiente veremos otro modo de resolver este problema.

16. En la base ortonormal {  i→,  j→, k→ } comprueba que i→· i→= 1,  j→ · j→ = 1,  k→· k→=1, mientras que i→· j→ = 0,   j→· k→= 0,         
i→· k→= 0. 

Solución: 
Es obvio que  i→· i→ = | i→|·|  i→| cos 0º = 1·1·1 = 1, y lo mismo, j→ · j→ y k→· k→ ; 
i→· j→= | i→|·|  j→| cos 90º = 1·1·0 = 0, y del mismo modo,  j→· k→ y i→· k→. 

17. Dados  u→= (2,2,0)  y  v→ = ( m, –1,1), halla  el valor de m sabiendo que ángulo (u→, v→) = 60º. 
Solución: 
Como ángulo (u→, v→) = 60º y cos 60º = ½ , entonces en la fórmula                           podemos escribir:

Multiplicando en cruz y elevando al cuadrado obtenemos la ecuación 8m2 –32m = 0. Cuyas soluciones son m = 0
y m = 4. Debemos comprobar las soluciones porque al elevar al cuadrado puede aparecer alguna solución espuria,
y efectivamente m = 0 no es una solución válida. 

1
2

2 2 0 1 1
2 2 0 1 1

1
2

2 2
8

2 2 2 2 2 2

2

= ⋅ −
+ + + − +

= −

( ) ( )
( )

( +2)

, , , ,m
m

m
m

cosα = ⋅
⋅

� �
� �
v w
v w
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5. Producto vectorial
Sean v→= (v1 , v2, v3) y w→  = (w1 , w2, w3) dos vectores referidos a la base  B = {  i→,  j→, k→ }. Se llama producto

vectorial de v→ y w→, y se simboliza por v→ × w→ , al vector : 

Como regla nemotécnica podemos poner que                                        y desarrollando por los elementos de la

primera fila obtenemos la definición de producto vectorial. Esto es una regla nemotécnica, no es un determinante
porque sus elementos son heterogéneos: unos son números y otros, vectores; en cualquier caso, este falso
determinante resulta útil hasta para hacer demostraciones. 

� �

� � �

v w
i j k
v v v
w w w

× = 1 2 3

1 2 3

� � � � �
v w

v v
w w

i
v v
w w

j
v v
w w

k
v v
w w

v v
w w

× = − + = −2 3

2 3

1 3

1 3

1 2

1 2

2 3

2 3

1 3

1 3
, ,

vv v
w w

1 2

1 2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

7. Dados  u→ = ( 1,-3,4 ) y v→ = (3,-1,0) , calcula : a)  |u→| ;  b) |v→| ;  c) u→· v→ ;   d) cos ( u→, v→) ;  e) proyección de u→
sobre v→ ; f) proyección de v→ sobre u→ ; g) un vector unitario paralelo a u→; h) un vector unitario paralelo a v→. 

8. Sean v→= ( -1, 2, 2), w→= ( 1, 0, -2)  y t→= ( 0, 3, -1) calcular: a)  v→· w→ ; b)  w→·v→ ; c) w→· t→ ; d) | v→|, | w→| y | t→|;
e) ángulo ( v→, w→ ), ángulo ( w→, t→). 

9. Halla tres vectores perpendiculares a v→ = (3,-1,2) y que no sean paralelos.

10. Determina un vector t→ que es combinación lineal de  v→ = (1,-1,2) y  w→ = (2,-2,3) y además es ortogonal a u→ = (3,5,-1).

11. Dado los vectores w→ = ( m, 6, -8) y t→ = ( 3, n, -12), halla m y n sabiendo que son perpendiculares y el módulo de
w→ es 10.  

12. Halla los ángulos que determina el vector v→= (-2, 3,-7) con los vectores de la base ortonormal {  i→,  j→, k→ }.

13. Dados los vectores v→ = (-2, 2, 1) , w→ = (m, 1, 4) y  t→ = (- 3, n, 1), calcula: a) el valor de m y n si sabemos que v→ es
perpendicular a w→ y w→ es perpendicular a  t→; b) el ángulo que forman v→ y  t→.

14. De los vectores v→ y w→ sabemos que son ortogonales y que | v→| = 9 y | w→| = 6. Calcula  | v→+ w→| y | v→– w→| ,
¿Son iguales estos módulos? ¿sabes explicar por qué?

A c t i v i d a d e s

E j e m p l oE j e m p l o

18. Dados v→ = (3,-1,2)  y  w→ = (0,1,-5) , hallar el vector v→ × w→.     

Solución:

� �

� � �
� � � � �

v w
i j k

i j k i j× = −
−

=
−

−
−

−
+

−
= − − +3 1 2

0 1 5

1 2
1 5

3 2
0 5

3 1
0 1

3 ( 15) 33
�
k = (3,15,3)
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Propiedades del producto vectorial

● v→ × w→ = – w→ × v→

; como un determinante cambia de signo al intercambiar

el orden de dos líneas, es evidente que el desarrollo de los dos determinantes anteriores nos dará dos
resultados opuestos; luego  v→ × w→ = – w→ × v→.  

● v→ × v→ = 0→. Es obvio, porque                                   y un determinante con dos filas iguales es cero.

● v→× (w→+ t→) = v→× w→ + v→× t→ . De las propiedades de los determinantes,

.

● m v→×w→ = v→×(mw→). También de las propiedades de los determinantes

● v→ × w→ es perpendicular a v→ y perpendicular a w→. Es evidente, también, que

Esta última propiedad, v→ × w→ es perpendicular a v→ y perpendicular a  w→, junto a la
primera, v→× w→ = – w→ × v→, sugiere la siguiente figura. 

Nos queda únicamente un pequeño problema: ¿cuál es el sentido de v→× w→?
¿El que aparece en la figura o su opuesto? Sabemos que v→× w→ y w→ × v→ tienen
sentidos opuesto, pero para ubicar estos vectores a un lado u otro del plano que

contiene a v→ y a w→ recurrimos a la regla del sacacorchos. El
vector v→× w→ tiene el sentido del avance de un sacacorchos
cuando v→ gira hacia w→ por el camino más corto. Por tanto, el
vector v→× w→ tendría el sentido que aparece en las figuras según
su situación.

� �

� � �

v v
i j k
v v v
v v v

× = 1 2 3

1 2 3

� �

� � �

� �

� � �

v w
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v v v
w w w

w v
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w w w
v v v

× = × =1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3
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( )� � �
v w v
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w w

v v
w w

v v
w w
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v
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⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅( ) =2 3

2 3
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1 3
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0=

× ⋅ = −

;

y además, ( )� � �
,

33
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1 2
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w w
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mv w
i j k
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m
i j k
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� � � � � � � � �
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 22 3

1 2 3

v
mw mw mw

v mw= ×
� �( ).

� � �
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v w t
i j k
v v v

w t w t w t

i j k
v v v
w w w

× + =
+ + +

= +( ) 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 2 3

�� � �

� � � �i j k
v v v
t t t

v w v t1 2 3

1 2 3

= × + ×
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v→×w→

w→
P

v→

w→×v→

w→×v→                                                v→

w→
w→

w→×v→
v→ 
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Aplicaciones del producto vectorial

Antes de estudiar las aplicaciones del producto vectorial vamos a deducir una expresión para el módulo de
v→× w→. Sabemos que el módulo al cuadrado de un vector es igual a la suma de los cuadrados de sus coordenadas,
es decir:

                                                 � �
v w

v
× =2 2 vv

w w
v v
w w

v v
w w

3

2 3

2
1 3

1 3

2
1 2

1 2

2

+ −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

Desarrollando y sumando  w + w + w ( w + w + w ), y luego1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2v v v v v v1

2
2
2

3
2

1
2

2
2

3
2−   sacando factor común a 

 y después a (w + w1
2

v
v v

1
2

2
2

3
2

+

+ + , 22
2

3
2+ w ), resulta: 

                     (� �
v w v v v× = + +2

1
2

2
2

33
2

1 2 3
2 2)(w + w + w ) ( w + w + w ) ( )

Com
1
2

2
2

3
2

1 2 3
2 2− = − ⋅v v v v w v w

� � � �

oo cos , donde ángulo ( ), entonces obte� � � � � �
v w v w v w⋅ = ⋅ =α α , nnemos:

                          cos2 2� � � � � �
v w v w v w× = − ⋅2 2 2 2 αα α α= − =

� � � �
v w v w2 2 2 2(1 cos ) sen

En consecuencia, 

           

2 2

                                                    � �
v w× =

�� �
v w senα

E j e m p l o sE j e m p l o s

19. Dados  v→=(2,-3,5) y w→=(5,0,-1) calcular v→× w→ y  w→× v→.
Solución:

20. Con los vectores i→ = (1,0,0), j→= (0,1,0) y k→ = (0,0,1), de la base ortonormal, halla i→× j→,  j→× k→ y i→× k→.
Solución:

� �
� � �

� � �
� � �

i j
i j k

k j k
i j k

× = = = × = =1 0 0
0 1 0

0 0 0 1 0
0 0 1

0 ( , ,1) ,  (1, ,0) == × = = =
� � �

� � �
�

i i k
i j k

j,  ( , ,0)0 0 1
1 0 0

0 1 .

� �

� � �
� � � � �

v w
i j k

i j k i j× = −
−

=
−

−
−

−
+

−
= − − +2 3 5

5 0 1

3 5
0 1

2 5
5 1

2 3
5 0

3 27( ) 115

5 0 1
2 3 5

�

� �

� � �

k

w v
i j k

=

× = −
−

= − − −

 (3,27,15)

 ( 3, 27, 15).

15. Hallar j→× i→ , k→× j→ e i→× k→.

16. Dados w→ = (1,3,-2) y  v→ = (1,0,-1) halla: a)  w→× v→;  b)  ( w→+ v→) × ( w→– v→) 

17. Comprobar que i→× ( i→× k→) ≠ (  i→× i→) × k→ , es decir, el producto vectorial, en general, no es asociativo.

18. Halla dos vectores unitarios ortogonales a u→ = (1,-1,2)  y  t→ = (-3,3,1).

A c t i v i d a d e s
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Como vemos en la figura, el área del paralelogramo, cuyos lados son los vectores
v→ y w→, es el módulo del producto vectorial v→× w→ .

Área = base · altura = | v→| h = | v→| | w→| senα =| v→× w→|

Como todo paralelogramo se convierte en
dos triángulos iguales al trazar una diagonal,
podemos emplear la fórmula anterior para

calcular áreas de triángulos cuando conocemos los vectores que constituyen
los lados.

Área triángulo = ½ Área paralelogramo de lados v→ y w→ = ½| v→× w→|.

VECTORES

4UNIDAD

v→ h =| w→| senα
α

P v→ w→

v→– w→

v→

E j e m p l o sE j e m p l o s

21. Halla un vector perpendicular a u→= (1,0,2 ) y v→= (-1,1,1) cuyo módulo sea 7.
Solución:

22. Hallar el área del paralelogramo de lados  v→= (1,3,0)  y w→= (2,1,1).
Solución:

23. Hallar el área del triángulo de lados v→= (1,3,0),  w→= (2,1,1) y v→– w→.
Solución: 

Área triángulo = × −
⎛
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⎠
⎟ = − −1

2
= 1

2
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2 3 1 2 3 1, , , , bbién es ortogonal a  y , entonces 

( ) ( ) (2

� �

� �

u v

m u v m× = − + −2 3mm m m m m) ( ) ( ) ,  El vector buscado es 2 + = + + = = =2 2 4 9 1 14 7 7
14

7
14

.

((-2, -3, 1) = , ,  .− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

14
14

21
14

7
14

19. Dados los vectores w→= (1,3,0) y t→= (2,1,1)  encontrar un vector unitario y perpendicular a los anteriores.

20. Dados u→= (-1,1,5) y v→ = (-2,1,-1) determinar: a)  u→× v→; b) un vector ortogonal a u→ y v→ y de módulo 10; c) el área del
paralelogramo de lados u→ y v→; d) el área del triángulo de lados v→ y u→ – v→; e) el área del triángulo de lados u→ y v→.

A c t i v i d a d e s
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6. Producto mixto de tres vectores
Sean v→, w→ y t→ tres vectores del espacio donde v→= (v1 ,v2,v3), w→ = (w1 ,w2,w3) y t→ = (t1, t2, t3) se define como

producto mixto de v→, w→ y t→ y se representa por [ v→, w→ , t→] al número real v→· (w→ × t→).

Según la definición:

Al ser el producto mixto de tres vectores igual a un determinante de orden tres, cuyas filas están constituidas
por las coordenadas de los vectores, podemos trasladar las propiedades de los determinantes al producto mixto:

1ª. Si permutamos la posición de dos vectores en el producto mixto, éste cambia de signo:

[ v→, w→ , t→] = – [  t→ , v→, w→] 

2ª. Si multiplicamos un vector por un número, el producto mixto queda multiplicado por ese número:

[ k v→, w→ , t→] = k [ v→, w→ , t→]

3ª. Si expresamos un vector como suma de otros dos, el producto mixto es igual a la suma de dos productos
mixtos: 

[ u→+ v→, w→ , t→] = = [ u→, w→ , t→]+ [ v→, w→ , t→]
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w w
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E j e m p l oE j e m p l o

24. Calcular el producto mixto de  v→ = (-2,1,-1),  w→ = (1,3,0)  y  t→ = (2,1,1).

Solución: 

� � � � � � � � �
v w t v w t v w t⋅ × = = =

− −
= −( ) det ( , , ) [ , , ]

2 1 1
1 3 0
2 1 1

2
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Interpretación geométrica del producto mixto

Si sobre un punto P llevamos los vectores v→, w→ y t→, lo hemos dibujado en la figura adjunta, nos resulta un
paralelepípedo cuyas aristas son los tres vectores. De v→· (w→ × t→) =| v→|·| w→ × t→| cosβ, siendo β = ángulo de v→

y w→ × t→,  y | v→| cosβ la altura, h, del paralelepípedo ya que | v→| cosβ es la proyección del vector v→ sobre el vector
w→ × t→ entonces tenemos:

v→· (w→ × t→) = | v→|·| w→ × t→| cos β = h| w→ × t→| = altura del paralelepípedo · área
del paralelogramo de la base = volumen del paralelepípedo.

Como  v→· (w→ × t→) puede ser negativo y no tiene sentido un volumen negativo,
podemos afirmar que el valor absoluto del producto mixto de los vectores  v→, w→ y t→

es igual al volumen del paralelepípedo de aristas v→, w→ y t→. 

De la interpretación geométrica del producto mixto podemos deducir una aplicación interesante.

Para que tres vectores constituyan las aristas de un paralelepípedo es indispensable que sean linealmente
independientes y esto equivale a que no sean coplanarios, ya que cuando son coplanarios el volumen del
paralelepípedo es cero. Luego si [ v→, w→ , t→] = v→· (w→ × t→) = det ( v→, w→, t→) = 0, los vectores v→, w→ y t→ son
coplanarios. Es otra forma de decir que el determinante de una matriz de orden tres es cero si las filas o las columnas
son linealmente dependientes.

VECTORES

4UNIDAD

w→ × t→

v→
t→

P           w→

E j e m p l oE j e m p l o

25. Calcular el volumen del paralelepípedo de aristas v→ = (-2,1,-1),w→ = (1,3,0) y  t→ = (2,1,1).

Solución:

Antes hemos calculado 

Volumen del paralelepípedo = |det ( v→, w→, t→)| = | – 2| = 2 unidades cúbicas.

� � � � � � � � �
v w t v w t v w t⋅ × = = =

− −
= −( ) det ( , , ) [ , , ]

2 1 1
1 3 0
2 1 1

2

21. Halla el volumen del paralelepípedo cuyas aristas son vectores u→= (–1,1,5), w→ = (1,3,0) y  t→ = (2,1,1).

22. Determina el valor de m para que los vectores u→ = (–1,1, m), v→ = (–1,1,1)  y w→ = (–2,1,–1) sean coplanarios.

23. Halla un vector  t→ que sea ortogonal a w→ = (1,3,–2) y v→ = (1,0,–1), y que [ v→, w→ , t→] = 12.

24. Averigua cuál es el valor de m para que los tres vectores (–m, 0, 0), (0,–m,0) (0, 0, –m) sean las aristas de un
paralelepípedo de volumen 8 unidades cúbicas. 

A c t i v i d a d e s

β
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RECUERDA

R e c u e r d a

� Base.

Es un conjunto de tres vectores linealmente independientes y  que cualquier otro vector se puede escribir
como combinación lineal de ellos. Una base ortonormal es la formada por vectores perpendiculares entre
sí y de módulo 1.

� Producto escalar.

El producto escalar de los vectores v→= (v1 ,v2,v3) y w→ = (w1 ,w2,w3) es el número real:

v→· w→ = v1w1 + v2w2 + v3w3 = | v→|·| w→| cosα

� Aplicaciones del producto escalar.

● Módulo de un vector.

● Vector unitario. Vector unitario es el de módulo 1. El vector unitario de la misma dirección y sentido 

que t→ es

● Proyección de un vector  sobre la dirección de otro. El producto escalar de dos vectores es

igual al producto del módulo de uno de ellos por la proyección del otro sobre él
v→· w→ = | w→| · proyección de v→ sobre w→

● Ángulo que forman dos vectores. El ángulo que forman dos vectores v→ y w→ es el menor de los
ángulos que determinan dos localizaciones de estos vectores con el mismo origen. De la fórmula
v→· w→ = | v→|·| w→| cosα, despejando el cosα, obtenemos:

� Producto vectorial.  
El producto vectorial de  v→= (v1 , v2,v3) y w→ = (w1 ,w2,w3) es el vector

● Aplicaciones del producto vectorial.

� Producto mixto.
El producto mixto de v→, w→ y t→ es el número real v→·(w→× t→).

● Interpretación geométrica del producto mixto. El volumen del paralelepípedo de aristas v→, w→ y t→

es igual al valor absoluto de v→·(w→× t→).
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Puntos, rectas y planos5
UNIDAD

i en la Unidad anterior estudiamos los
vectores y las operaciones con
vectores, en ésta y en la siguiente

estudiaremos algunos de los conceptos
fundamentales de la Geometría Analítica del
espacio. Aunque los primeros estudios de esta
geometría se deben a Descartes y a Fermat,
fueron otros matemáticos, Euler, Lagrange y
Monge, en el siglo XVIII, los que llevaron a cabo
el desarrollo de esta rama de las matemáticas. 

La novedad que los modernos textos de
Geometría Analítica aportan es la incorporación
de los métodos vectoriales. Con ayuda de los
vectores se agiliza la descripción de las figuras
y la realización de cálculos en problemas de
intersección (incidencia) y paralelismo de rectas y planos.

La Unidad comienza con la asignación de coordenadas a los puntos del espacio, para ello
es necesario elegir un punto arbitrario y tres vectores linealmente independientes, lo que constituye
un sistema de referencia. Los ejes de coordenadas son las rectas que pasan por el punto elegido
y tienen la dirección de los vectores linealmente independientes. A partir de ahí es sencillo asociar
tres números a cada punto. Además, los vectores contribuirán a la deducción de los diversos tipos
de ecuaciones de rectas y planos.  

En esta Unidad nos proponemos alcanzar los siguientes objetivos:

1. Conocer cómo se asignan coordenadas a los puntos del espacio.

2. Saber deducir las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta, y convertir unas en
otras.

3. Saber deducir las ecuaciones paramétricas y general del plano y pasar de unas a otra.

4. Resolver problemas de incidencia, es decir, de corte e intersección de rectas y planos.

5. Resolver problemas de paralelismo de rectas y planos.

S

X

Y

Z

● Muchas imágenes sugieren los ejes de coordenadas para
representar puntos en el espacio, como en el Templo de Debod,
Madrid. (ITE. Banco de imágenes)



113

1. COORDENADAS DE UN PUNTO EN EL ESPACIO. SISTEMA DE REFERENCIA  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

2. COORDENADAS DE UN VECTOR DE EXTREMOS CONOCIDOS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

3. ECUACIONES DE UNA RECTA  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.1. Determinación lineal de una recta. Ecuaciones paramétricas y continuas  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.2. Recta que pasa por dos puntos. Comprobar si tres puntos están alineados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

3.3. Segmento de recta  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

4. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5. ECUACIONES DE UN PLANO  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.1. Ecuación general del plano  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.2. Ecuaciones paramétricas del plano  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5.3. Paso de las ecuaciones paramétricas a la general y viceversa  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

5.4. Otras determinaciones del plano  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6. POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

7. POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

8. POSICIONES RELATIVAS DE RECTA Y PLANO  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

9. ALGUNOS PROBLEMAS DE RECTAS Y PLANOS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

Í N D I C E  D E  C O N T E N I D O S

Espacio

Puntos

Planos

Con respecto a una recta

Con respecto a un plano

Ecuaciones

Posiciones relativas de dos rectas

Ecuaciones

Posiciones relativas

Posiciones relativas de recta y plano

De tres planos

De dos planos

Rectas

Simetrías



114

PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

5UNIDAD

1. Coordenadas de un punto en el espacio.
Sistema de referencia

Escogemos un punto arbitrario del espacio, que simbolizamos por O y llamamos origen de coordenadas. Entre
O y cualquier otro punto del espacio, P, podemos trazar el vector OP→. A este vector se le llama vector de posición
del punto P porque desde O localiza al punto P.

Al vector de posición OP→ lo podemos escribir como combinación lineal de los vectores de una base del espacio
{u→1 , u→2, u→3  } y así obtenemos la expresión:

Si, para simplificar las cosas, la base escogida es la base ortonormal {  i→,  j→, k→ }
entonces tenemos:

A los números (x1, y1, z1), coeficientes de la combinación lineal anterior, se les llama
coordenadas cartesianas del punto P relativas al punto O y la base {  i→,  j→, k→ }. Al
conjunto heterogéneo formado por O y {  i→,  j→, k→ } se le denomina sistema de referencia
y se simboliza por R = {O;  i→,  j→, k→}. En este caso, el sistema de referencia es ortonormal
por serlo los vectores de la base. 

Es evidente que si tomamos otro punto como origen de coordenadas, por ejemplo Q, y tres vectores linealmente
independientes { u→, v→, w→} , tenemos otro sistema de referencia R1 = {Q; u→, v→, w→} respecto al cual las coordenadas
del punto P serán distintas de (x1, y1, z1). Aunque también es verdad que existen fórmulas que nos permiten pasar
de unas coordenadas del punto P a otras, y se denominan ecuaciones del cambio del sistema de referencia;
pero no las emplearemos en este curso.

En lo sucesivo haremos uso únicamente del sistema de referencia ortonormal R = {O;  i→,  j→, k→ } y las coordenadas
cartesianas de los puntos del espacio estarán referidas a él.

Desde el momento en que a cada punto del espacio, fijado un sistema de referencia, se le pueden asociar de
modo único tres números, llamados sus coordenadas, simbolizamos al conjunto de todos los puntos del espacio
por R 3. 

OP x i y j z k
� ��� � � �

= + +1 1 1 .

OP a u b u c u
� ��� � � �

= + +1 1 1 2 1 3

j
k

i

P

O

E j e m p l oE j e m p l o

1. Dibujar en el espacio los puntos M(1, 2 , 3) y N(1, 0, –2).

Solución: 

Las rectas que pasan por el punto O y tienen la dirección de los vectores i→,  j→, k→ se les llama ejes de coordenadas
y se simbolizan por las letras X,Y y Z. 

Las coordenadas de M (1, 2 , 3), son las medidas de las proyecciones del vector OM→ sobre los ejes X, Y y Z.

Aunque la mejor manera de dibujar M en R3 es marcar 1 en el eje X, 2, en el eje Y, y 3, en el eje Z. Dibujamos sobre
cada plano XY, YZ y XZ un rectángulo a partir de las marcas y trazamos paralelas a los ejes por los vértices opuestos
a O, en estos rectángulos. El punto donde se cortan estas rectas paralelas a los ejes es M.
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2. Coordenadas de un vector de extremos
conocidos 

Consideremos el vector MN→ cuyo origen es el punto M(x1, y1, z1) y cuyo extremo
es N(x2, y2, z2). El vector MN→ cumple que

OM→+ MN→= ON→

MN→ = ON→– OM→

Sabemos que ON→ = x2 i→+ y2 j→+ z2 k→ y  OM→= x1 i→+ y1 j→+ z1 k→, luego tenemos:

MN→ =(x2 – x1) i→+ (y2 – y1) j→+ (z2 – z1) k→.

Con lo que podemos afirmar que las coordenadas del vector MN→, de extremos M (x1, y1, z1) y N (x2, y2, z2), son
igual a la diferencia de coordenadas de N y M:

MN→ =(x2 – x1,y2 – y1, z2 – z1).

N

Z

Y

O

Z

Y

-2

1

O

M

2

3

1

X
X

El punto N(1, 0, –2) es un punto del plano XZ como vemos en la figura.

1. Representa en R3 los puntos S(2, 2, 2) y T(3, –3, 3).

2. Dibuja los puntos M1(1,0,0), M2(0,1,0) y M3(0,0,1) y luego traza el vector OM→ siendo M(1,1,1).

3. ¿Cuál es el vector de posición del origen de coordenadas O? ¿Cuáles son las coordenadas del punto O?

A c t i v i d a d e s

O

M

MN

ON

OM

N
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E j e m p l o sE j e m p l o s

4. Si A (1, 2, 3), B (4, –3, 5), C (0, –1, 2), halla las coordenadas de otro punto D para que AB→ = CD→.

5. Halla el valor de x para que los puntos A(5, 2, 3), B(0, 7, 2), C(x, 5, 2) sean los vértices de un triángulo rectángulo
en C.

6. Tenemos los puntos A (1, –3, 2), B (1, 1, 2) y C (1, 1, –1).

a) ¿Pueden ser A, B y C los vértices consecutivos de un rectángulo?

b) Halla las coordenadas del punto D para que el paralelogramo ABCD sea un rectángulo.

A c t i v i d a d e s

2. Dados los puntos A (2, 4, –3), B (1, –3, 0) y C (–5, 3,1) halla las coordenadas de los vectores AB→, AC→, BC→, BA→, CA→

y CB→.

Solución:

AB→ = (1–2, –3–4, 0–(–3)) = (-1, -7, 3)             

AC→ = (–5–2, 3–4, 1–(–3)) = (–7, –1, 4) 

BC→ = (–5–1, 3–(–3), 1–0) = (–6, 6, 1)

BA→ = (2–1, 4–(–3), –3–0) = (1, 7, -3)

CA→ = (2–(–5), 4–3, –3–1) = (7, 1, –4)

CB→ = (1–(–5), –3–3, 0–1) = (6, –6, –1)

3. Si AB→ = (3, –2, 6) y B(1, 0, 4), halla las coordenadas de A.

Solución: 

Como (3, –2, 6) = (1–x1,–y1, 4 –z1), entonces 3 = 1–x1, -2 = –y1,  6 = 4 –z1.

Y por tanto, x1 = –2, y1 = 2, z1 = –2, es decir, A(–2, 2, –2). 
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3. Ecuaciones de una recta
3.1. Determinación lineal de una recta. Ecuaciones
paramétricas y continuas

Una recta puede determinarse si conocemos uno de sus puntos y un vector paralelo a ella, que llamaremos
vector de dirección de la recta. Sea r una recta de la que conocemos un punto A(x1, y1, z1) y un vector de dirección
v→= (v1, v2, v3) distinto del vector cero. Cualquier otro punto de la recta P(x, y, z) cumple, como vemos en la
figura, que el vector AP→ es proporcional a v→, es decir: AP→ = λ v→; 

siendo λ un número real. Pero, además, al sumar el vector de posición
de A con el vector AP→ resulta el vector de posición de P:

OA→ + AP→ = OP→

Esta ecuación vectorial podemos escribirla así:

OP→ = OA→ + λ v→.

Donde para cada punto P de r obtenemos un valor λ y para cada valor
deλ obtenemos un punto de r. Expresando esta ecuación vectorial en
coordenadas resulta:

(x, y, z) = (x1, y1, z1) + λ (v1, v2, v3)

Igualando separadamente cada coordenada llegamos a las ecuaciones siguientes:

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la recta r y para cada valor de λ encontramos las
coordenadas de un punto diferente de r. Este modo de lograr las ecuaciones paramétricas de una recta se denomina
determinación lineal de la recta. 

Las ecuaciones paramétricas de una recta no son únicas. Evidentemente, si en vez de A tomamos otro punto
B y un vector director paralelo a v→, resultan otras ecuaciones paramétricas pero que describen también todos los
puntos de r al variar el parámetro λ. 

Si despejamos λ en las ecuaciones paramétricas de la recta se obtiene

A la expresión se le conoce como ecuaciones en forma continua de la recta r.

A veces en las ecuaciones continuas puede aparecer un cero en algún denominador, no en todos, pero debe
tenerse en cuenta que no estamos dividiendo entre 0, sino que los numeradores son proporcionales a los
denominadores y si uno de éstos es 0, también lo será el numerador correspondiente.

− = − = −x x
v

y y
v

z z
v

1

1

1

2

1

3

λ = − = − = −x x
v

y y
v

z z
v

1

1

1

2

1

3

x x v
y y v
z z v

= +
= +
= +

⎧
⎨
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⎩
⎪

1 1

1 2

1 3

λ
λ
λ
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3.2. Recta que pasa por dos puntos. Comprobar si
tres puntos están alineados

Sabemos que por dos puntos pasa una única recta. Si queremos hallar las ecuaciones paramétricas de una
recta que pasa por los puntos A (x1, y1, z1) y B (x2, y2, z2), tomamos uno de los puntos por donde pasa r, por ejemplo
A, y como vector de dirección o vector director, el vector AB→. Se trata también de una determinación lineal.  

E j e m p l oE j e m p l o

4. Hallar las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta que pasa por A (–1, 2, –3) y tiene como vector director
v→ = (3, 0, –2). 
Solución:
Ecuaciones paramétricas de la recta:

Ecuaciones en forma continua:

5. Escribe las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta que pasa por el origen O(0, 0, 0) y tiene como vector
de dirección j→ = (0, 1, 0).
Solución:
Se trata del eje Y, sus ecuaciones paramétricas son:

y las continuas: 

6. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta  
Solución:
Igualando cada fracción a λ y despejando las letras obtenemos las ecuaciones paramétricas siguientes:

x
y
z

= − +
= +
= − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2
3 2

4 3

λ
λ

λ

x y z+ = − = +2
1

3
2

4
3

.

x y z
0 1 0

= = .

x
y
z

=
=
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0
1
0

x y z+ = − = +
−

1
3

2
0

3
2

x
y
z

= − +
=
= − −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 3
2

3 2

λ

λ
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7. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos A (–1, 4, –5) y B (3, –6, –2).
Solución:

Estamos ante la recta que pasa por A(–1, 4, –5) y tiene como vector director AB→ = (4, –10, 3), luego las ecuaciones
paramétricas son:

y las continuas: x y z+ = −
−

= +1
4

4
10

5
3

.

x
y
z

= − +
= −
= − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 4
4 10

5 3

λ
λ
λ
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Tres puntos, A (x1, y1, z1),  B (x2, y2, z2)  y C (x3, y3, z3) , están alineados (o son colineales) si pertenecen
a la misma recta. Esto se traduce en que los vectores AB→, AC→ tienen la misma dirección y, por tanto, son
proporcionales, es decir, 

3.3. Segmento de recta
La recta r , que pasa por los puntos A(x1, y1, z1) y B(x2, y2, z2) , tiene las siguientes ecuaciones paramétricas: 

Cuando λ = 0, (x, y, z) = (x1, y1, z1), alcanzamos  el punto A.

Cuando λ = 1, (x, y, z) = (x1, y1, z1) + (x2 –x1, y2 –y1, z2 – z1) = (x2, y2, z2), el punto alcanzado es  B. Luego el
segmento de extremos A y B es el conjunto de puntos:

{(x, y, z) =(x1, y1, z1) + λ(x2 –x1, y2 –y1, z2 – z1), 0 ≤ λ ≤ 1} 

Las coordenadas del punto que divide al segmento AB en dos partes iguales, el punto medio, se hallan tomando
λ = 1/2 y son:

(x, y, z) = (x1, y1, z1) + 1_
2

(x2 –x1, y2 –y1, z2 – z1) =    

Si en la fórmula anterior hacemos que λ tome los valores determinamos n–1 puntos que

dividen al segmento AB en n partes iguales.

1 2 1
n n

n
n

, , ,  ..., −

x x y y z z1 2 1 2 1 2

2 2 2
+ + +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

, ,

x x x x
y y y y
z z z z

= + −
= + −
= + −

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

1 2 1

1 2 1

1 2 1

λ
λ
λ

( )
( )
( )

rango AB    o    ( , )
� �� � ���

AC x x
x x

y y
y y

z z
z

= −
−

= −
−

= −1 2 1

3 1

2 1

3 1

2 1

33 1− x

C

B
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8. Comprobar si los puntos A (7,–16, 1), B (–5,14,–8) y C (3,–6,–2) están alineados.

Solución:
Como AB→=(–5–7,14 –(–16), –8–1)= (–12, 30,–9),  AC→=(3–7,–6–(–16), –2–1)= (–4,10,–3), entonces tenemos:

ya que las dos filas son proporcionales o, de otro modo, 

Luego los tres puntos están alineados.

−
−

= = −
−

=12
4

30
10

9
3

3.

rango  = rango =( , )  1,AB AC
� �� � ��� − −

− −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

12 30 9
4 10 3
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9. Halla las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A(1, 2, 4) y B(4, 3, 2). 

Solución:

El punto medio del segmento AB es MAB

10. Halla las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB anterior en tres partes iguales.

Solución:

Las coordenadas de los puntos N1 y N2 que dividen al segmento AB en tres partes iguales se obtienen dando a λ,
en (x, y, z) =(x1, y1, z1) + λ(x2 –x1, y2 –y1, z2 – z1) , los valores de 1__

3 y 2__
3 . Entonces tenemos:

N1 = (1, 2, 4) +  1__
3 (4–1, 3–2, 2–4) = (1, 2, 4) + (1,  1__

3 , – 2__
3 ) = (2, 7__

3 ,10__
3 ),

N2 =(1, 2, 4) +  2__
3 (4–1, 3–2, 2–4) = (1, 2, 4) + (2,  2__

3 , – 4__
3 ) = (3,  8__

3 ,  8__
3).

= + + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1 4
2

2 3
2

4 2
2

5
2

5
2

3, , , , .

7. En el segmento de extremos A(1,–2, 3) y B(4, 2, –1) halla las coordenadas del punto C que divide al segmento en
dos partes, la primera 3 veces mayor que la otra.

8. Halla las ecuaciones paramétricas y continuas de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos:
a) A(–3, 4,–2) y B(0,–1, 5); b) C(4,–1,–1) y D(0, 0–3); c) M(1, 0,–1) y N(0, 3,–9).

9. Dada la recta r:                        , averigua si los puntos A (0,–1,1), B (–3, 2,–5), C (3,–4,7) y D (–6, 3, 8) pertenecen o

no a la recta.

10. Comprueba si los puntos A(1, 2, 1), B(9, 4,–1) y C(–3, 1, 2) están alineados o no.

11. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(–1, 2, 3) y son paralelas al eje OX y al eje OZ.

12. Halla las ecuaciones paramétricas y continua de la recta que pasa por A(4,–2, 3) y es paralela a la recta
x y z− = − = −2

1
3

2
1

6
.

x
y
z

= − +
= −
= − +

⎧
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4. Posiciones relativas de dos rectas
Supongamos dos rectas: r, que pasa por A tiene como vector director  v→, y s, que pasa

por B tiene como vector director w→. Las posiciones que pueden adoptar r y s son:

Coincidentes. Se trata de dos ecuaciones distintas de la misma recta. Esto ocurre cuando
los vectores v→, w→ y AB→ son proporcionales, poseen todos la misma dirección. En consecuencia,
son coincidentes si: 

rango (v→, w→ ) = 1 y rango (v→, w→ y AB→ ) = 1.

Paralelas. Cuando las rectas son paralelas, los vectores de dirección son también paralelos, es decir,
proporcionales y por tanto:

rango (v→, w→ ) = 1 y rango (v→, w→ y AB→ ) = 2

Incidentes. Se cortan en un punto. Esto sucede cuando los vectores v→ y w→ tienen distinta dirección,
pero v→, w→ y AB→  están en el mismo plano. En este caso, los vectores
v→, w→ y AB→ son linealmente dependientes y su rango será 2. Por tanto,
son incidentes si:

rango (v→, w→ ) = 2 y rango (v→, w→ y AB→ ) = 2

Se cruzan. No tienen ningún punto en común, pero no son paralelas. Cuando
esto sucede, los vectores v→,   w→ y AB→ , ni tienen la misma dirección ni son coplanarios;
son linealmente independientes, luego:

rango (v→, w→ ) = 2 y rango (v→, w→ y AB→ ) = 3

Resumiendo, tenemos:
Rectas r y s coinciden paralelas se cortan se cruzan
rango (v→, w→ ) 1 1 2 2
rango( v→, w→ y AB→) 1 2 2 3

w→

v→
A

B

v

w

A

B

w

v

B

A
r

s

v

w

s

r
B

A
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11. Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas:

12. Halla las coordenadas del punto de corte cuando el par de rectas sean incidentes.

Solución:

i)

ii)

     y 

   

x y z x y z

x y z

− = + = −
− −

= −
−

= +

− = + = −

4
2

2
3

1
4 4

4
6

7
8

2
2

1
3

3

;

−−
−

−
= +

−
= −

− = +
−

= +
4

5
4

2
6

4
8

1
3

2
1

3
2

  y 

    y   

x y z

x y z x y z

;

( , , )iii) == + − − −

= + − =

( , , );

( , , ) ( , , ) ( , , )

3 2 5

1 1 3 2

λ λ

λ λ
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a)

b) Las rectas                                                              se cortan en un punto, son incidentes.

Ponemos la primera en paramétricas utilizando la letra  μ para el parámetro

Si las rectas se cortan, compartirán un punto; luego existirá un valor para μ y otro para λ, que puestos en las
ecuaciones paramétricas respectivas nos darán  las coordenadas de ese punto. Esto equivale a que tenga solución
el sistema:

En este caso es fácil ver que μ = 0 y que, sustituyendo en las otras ecuaciones, obtenemos λ =–2 El punto de
corte se consigue al poner  μ = 0 y λ =–2  en las ecuaciones paramétricas y resulta ser (1,–2, -3).

1 3 3
2 2
3 2 5

3 2
0

2 2
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− − = −
− + = − −

⎧
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μ
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, las rectas son coincidentes.

   rango ii)
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pparalelas.

  rango 2, rango iii)
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2, las rectas son incidentes.

  rango  iv)
22 0 1

0 1 2
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=2, rango  3, las rectas  se cruzan.

13. Estudia la posición relativa de las rectas:

14. Determina el valor de m para que las rectas se corten en un punto y halla las coordenadas del punto de corte:
x y z x y z m− = +

−
= + + = + = −2

1
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4
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5
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2
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2 1
 y .
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5. Ecuaciones de un plano
5.1. Ecuación general del plano

Todos los puntos de un plano quedan inequívocamente determinados si conocemos un punto del plano y un vector
perpendicular a él. Supongamos un plano π del que conocemos el punto A(x1, y1, z1) y un vector n→= (a, b, c) perpendicular
al plano (o normal al plano). Para cualquier otro punto del plano P(x, y, z) ocurre que los vectores n→ y AP→, como
vemos en la figura, son ortogonales; en consecuencia, su producto escalar es cero:

n→ · AP→ = 0

Poniendo los vectores en coordenadas, obtenemos:

(a, b, c) · (x – x1, y – y1, z – z1) = 0

a(x – x1) +  b(y – y1) + c(z – z1) = 0

ax +  by + cz – ax1 – by1 – cz1 = 0

Si simbolizamos el número – ax1 – by1 – cz1 por d, entonces resulta:

ax +  by + cz + d = 0,

Esta ecuación se denomina ecuación general del plano π, y además, salvo el producto por un número, es
única. 

Es posible demostrar que toda ecuación del tipo ax +  by + cz + d = 0 corresponde a un plano de vector normal
n→ = (a, b, c) y que pasa por un punto A(x1, y1, z1) cuyas coordenadas son solución de la ecuación, es decir,
ax1 + by1 + cz1 + d = 0 .

P
A

n

E j e m p l o sE j e m p l o s

13. Halla la ecuación del plano que pasa por el punto A–1, 1, 3) y tiene como vector normal n→ = (2, 3,–4).
Solución:

Los tres primeros coeficientes de la ecuación general del plano son 2, 3 y –4, luego la ecuación será:
2x + 3y – 4z + d = 0

Como además pasa por el punto  A(-1,1,3) se cumplirá que:
2(–1) + 3·1 – 4·3 + d = 0

–11 + d = 0, d = 11

La ecuación del que buscamos es:  2x + 3y – 4z + 11 = 0 
14. Halla la ecuación del plano perpendicular a la recta x +1____

2   =  y – 3  =  z y que pasa por el punto A(–1, 2, –3).
Solución: 

A veces, cuando los denominadores de las ecuaciones continuas son la unidad no se ponen, como en las fracciones
de denominador 1.
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5.2. Ecuaciones paramétricas del plano
También para el plano existe una determinación lineal. Para ello son necesarios un punto, digamos A(x1, y1, z1),

y dos vectores contenidos o paralelos al plano, v→ = (v1, v2, v3) y w→ = (w1, w2, w3), no paralelos entre sí (w→≠λ v→),
pues han de ser linealmente independientes para formar una base del plano π, de modo que todo vector de
dicho plano se escriba como combinación lineal de ambos. Cualquier otro
punto del plano, P(x, y, z), puede determinarse, como se observa en la figura,
de la ecuación vectorial:

OP→ = OA→ + AP→

Pero al ser AP→ combinación lineal de v→ y w→, podemos escribir:
OP→ = OA→ + λ v→ + μ w→

La igualdad anterior expresada en coordenadas queda así:
(x, y, z) = (x1, y1, z1) + λ(v1, v2, v3) + μ(w1, w2, w3)

Igualando las coordenadas del primer miembro con las el segundo miembro, resulta:

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas del plano π, y para cada valor que le demos a los
parámetros λ y μ determinamos un punto del plano.

x x v w
y y v w
z z v w

= + +
= + +
= + +

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

1 1 1

1 2 2

1 3 3

λ μ
λ μ
λ μ
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15. Halla las ecuaciones paramétricas del plano determinado por el punto A (2,–4,3) y los vectores paralelos v→ = (1,–1,2)
y  w→ = (3,1,–3).
Solución: 
Las ecuaciones paramétricas del plano pedido son:

16. Escribe las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el origen O(0,0,0) y tiene como vectores paralelos
i→ = (1,0,0)  y  j→ = (0,1,0).
Solución: 
Se trata del plano 0XY, que determinan el eje X y el eje Y, sus ecuaciones paramétricas son:

x
y
z

=
=
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

λ
μ
0

.

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y z
x
y        ó = − + − + −

= + +
= −2 4 3 1 1 2 3 1 3

2 3
4λ μ

λ μ
−− +

= + −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
λ μ
λ μz 3 2 3

El plano buscado tiene como vector normal  n→ = (2, 1, 1), el director de la recta, y pasa por el punto A(–1, 2, –3) ,
luego:

2x + y + z + d = 0
2(–1) + 2 –3 + d = 0,  d = 3

El plano que buscamos es: 2x + y + z + 3 = 0.

π w

v
P

A

O
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5.3. Paso de las ecuaciones paramétricas a la
general y viceversa

Si

son las ecuaciones paramétricas de un plano que pasa por A(x1, y1, z1) y  tiene como vectores paralelos al plano
v→ = (v1, v2, v3) y w→ = (w1, w2, w3), con w→≠λ v→, entonces un punto P(x, y, z) pertenece al plano si existen valores de
λ y μ que satisfacen las igualdades anteriores. Esto equivale a decir que P(x, y, z) pertenece al plano, si el sistema

tiene solución para las incógnitas λ y μ. Claro que este sistema tendrá solución, según el teorema de Rouché-
Frobenius, si el rango de la matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada valen 2:

Si el rango de la matriz ampliada vale 2, su determinante será cero:

Desarrollando el determinante por los elementos de última columna, tenemos:

En la última igualdad, observamos que los coeficientes de x, y, z son las coordenadas del producto vectorial  

v→×w→, luego se trata de un vector perpendicular al plano; llamando                

, obtenemos la ecuación general del plano que pasa por A(x1, y1, z1)

y  tiene como vectores paralelos al plano  v→ = (v1, v2, v3) y w→ = (w1, w2, w3): 

ax + by + cz + d = 0

Ecuación que, como sabemos, es única, salvo un factor de proporcionalidad.

El paso de la ecuación general a las paramétricas es más sencillo. Si en la ecuación ax + by + cz + d = 0
despejamos x, resulta:

x d
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y c
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Igualando y = λ y z = μ se obtienen las ecuaciones

Que son las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto (–d/a, 0, 0) y tiene como vectores paralelos
a él: v→ = (–b/a, 1, 0) y w→ = (–c/a, 0, 1). Hay que tener presente que las ecuaciones paramétricas de un plano no
son únicas.

x d
a

b
a

c
a

y
z

= − − −

=
=
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17. Hallar las ecuaciones paramétricas y general del plano que contiene al punto A(–1, 2, –1) y tiene como vectores
paralelos v→ = (2, 0, –3) y  w→ = (1, –3, 3).

Solución: 

Las ecuaciones paramétricas son:

La ecuación general sale del determinante nulo:

Al desarrollar resulta: –9x –9y – 6z + 3 = 0; dividiendo por –3, queda:

3x + 3y + 2z – 1 = 0.

18. Dado el plano x – 3y + 2z + 5 = 0, encuentra un punto por donde pasa y dos vectores paralelos a él.

Solución: 

Escribimos las ecuaciones paramétricas de este plano, para ello despejamos x y llamamos λ a y y μ a z: 

Son las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(–5, 0, 0) y tiene como vectores paralelos v→ = (3,1,0) y
w→ = (–2,0,1).
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5.4. Otras determinaciones del plano
Hay varias situaciones que conducen a una determinación lineal del plano.

● Plano que pasa por tres puntos. El que por tres puntos pase un plano tiene una comprobación experimental
sencilla en el hecho de que una silla o una banqueta con tres patas nunca baila; y la razón es porque las
tres patas se adaptan perfectamente al plano del suelo. Por lo tanto, un plano determinado por tres puntos
A, B y C es el mismo que el que determina un punto, por ejemplo, A, y es paralelo a los vectores AB→ y AC→.

● Plano que determina una recta y un punto. Una recta r, que pasa por A tiene como vector director v→, y
un punto B, exterior a ella, también determinan un plano; para ello tomamos el punto A de la recta r y como
vectores paralelos al plano v→ y AB→.

● Plano que contiene a dos rectas paralelas. Si una recta r, que pasa por A y con vector director v→, y
otra s, contiene a B y con vector director w→, son paralelas ambas, configuran un plano cuyas ecuaciones
paramétricas podemos hallar tomando, por ejemplo, el punto A y como vectores paralelos al plano v→ y AB→.

● Plano determinado por dos rectas que se cortan. Si una recta r, que pasa por A y con vector director
v→, y otra s, que contiene a B y con vector director w→, son incidentes, entonces con uno de los puntos, A
o B, y tomando como vectores paralelos al plano v→ y w→, tenemos una determinación lineal de la que hallar
la ecuación del plano.

15. Halla las ecuaciones paramétricas y general de plano que pasa por los puntos (1, 1 ,1), (3, 2, 0)  y  (0, 1, 2).

16. Halla las ecuaciones paramétricas y general del plano que determinan el punto (2, 0, – 1) y  la recta (x, y, z) =
= (1 – 3λ, – 4 + 2λ, 2 + λ).

17. Halla la ecuación general del plano que determinan las rectas paralelas:

18. Estudia la posición relativa de las rectas

Si se cortan, halla el punto de corte y las ecuaciones paramétricas y general del plano que determinan.

19. Halla la ecuación del plano que contiene al punto A (3, 4, – 1) y es perpendicular a la recta que pasa por B(1, – 1, 1) y
C(3, -5, 3).

20. Dado el plano π: 2x – y + z +1 = 0, la recta  y el punto A(4, 0,  – 1). Halla el plano que pasa por A, 

es paralelo a la recta s y perpendicular al plano π. 

21. Halla la ecuación del plano que pasa por los puntos  A(0, 1, 5) y B(3, 4, 3) y es paralelo a la recta de ecuaciones  

22. El plano que pasa por A (1, –3, –3) y B (–2, 4, –4) y es perpendicular al plano  6x + 5y + 4z – 2 = 0.

x y z− = = +2
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6. Posiciones relativas de dos planos
Sean π1: a1 x + b1 y + c1 z + d1 = 0 y  π2: a2 x + b2 y + c2 z + d2 = 0 dos planos, cuyos

vectores normales son  n→1 = (a1, b1, c1) y  n→2 = (a2, b2, c2), respectivamente. Las
posiciones que pueden adoptar en el espacio son las siguientes:

Paralelos: los vectores normales,  n→1 = (a1, b1, c1) y  n→2 = (a2, b2, c2), también
son paralelos y, por lo tanto, sus coordenadas proporcionales; eso quiere decir que 

Coincidentes: se trata del mismo plano. Los coeficientes de las dos ecuaciones,
incluyendo los términos independientes son proporcionales; en consecuencia, tenemos:

Secantes: se cortan determinando una recta común. Los vectores n→1 = (a1, b1, c1)
y  n→2 = (a2, b2, c2) no tienen la misma dirección, por lo tanto, rango( n→1, n→2) = 2.

Además la recta común a los dos planos tiene como ecuaciones paramétricas
las soluciones del sistema formado por los dos planos:

Como en este sistema el rango de la matriz de los coeficientes es 2,
rango( n→1, n→2) = 2, y hay tres incógnitas, entonces las soluciones dependerán de un
parámetro. Es decir, relegando una incógnita al segundo miembro de las ecuaciones, por

ejemplo z, las soluciones tendrán este aspecto:

y que podemos identificar como la recta que pasa por el punto (x0. y0, 0) y tiene como vector director (v1, v2, 1).
Cuando una recta viene dada por las ecuaciones de dos planos se dice que estas son las ecuaciones implícitas
de la recta.

De las ecuaciones continuas de una recta es muy fácil encontrar dos ecuaciones implícitas de esa recta.
Las ecuaciones continuas de una recta r, de la que conocemos un punto A(x1, y1, z1) y un vector de dirección
v→ = (v1, v2, v3), son:

De las tres igualdades, si cogemos dos, por ejemplo, la primera fracción con la segunda y  primera con la tercera,
obtenemos las ecuaciones de dos planos que constituyen un par de ecuaciones implícitas de esa recta. Es decir, de 

obtenemos las ecuaciones de los planos

Obviamente una recta tiene una infinidad de ecuaciones implícitas.
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19. Estudia las posiciones relativas de los pares de planos siguientes:
a) 3x – y + 2z –1 = 0   y –6x + 2y – 4z + 5 = 0; 
b) x – 2y + 3z + 2 = 0  y –3x + 6y – 9z –6 = 0;  
c) 3x – y + 2z –1 = 0   y x + y – 3z + 4 = 0.                                             
Solución:

a) Como ,  podemos afirmar que los plano son paralelos.

b) Como                                      se trata de dos ecuaciones diferentes del mismo plano. Son coincidentes.

c) Es evidente que

Luego se trata de dos planos secantes.

20. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta intersección de los planos:

3x – y + 2z –1 = 0 y  x + y – 3z + 4 = 0.   

Solución:

Resolviendo el sistema obtenemos las ecuaciones paramétricas. Relegando una incógnita al 

2º miembro, el sistema queda así:

Las soluciones son:

Las ecuaciones paramétricas son:        

A veces puede resultar cómodo hallar el vector director como producto vectorial de los vectores normales a los
planos. Luego en el sistema, dar valor cero a una incógnita y resolverlo para las otras dos; así obtenemos un punto y,
con el vector director calculado, podemos escribir unas ecuaciones paramétricas de la recta.
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Haz de planos

Se llama haz de planos de eje r al conjunto de todos los planos que contienen a la recta r. Si de r conocemos
sus ecuaciones implícitas:

entonces el haz de eje r viene dado por: 

α (a1x +b1y+c1z+d1) + β ( a2x+b2y+c2z+d2) = 0       

Para cada valor que demos a α y β se obtiene la ecuación de un plano que, se puede demostrar, contiene a la
recta r.

Dividiendo la ecuación anterior por α, obtenemos a1x+b1y+c1z+d1 + δ(a2x+b2y+c2z+d2)= 0 en donde δ = β/α.
Esta ecuación, dando valores δ, describe todos los planos del haz excepto a2x+ b2y+c2z+d2 = 0 y tiene la ventaja
de emplear un único coeficiente.

El haz de planos facilita la resolución de algunos problemas, aunque admitan también otros métodos de
resolución. Particularmente resulta interesante para hallar la ecuación de un plano del que sabemos que contiene
a una recta dada por sus ecuaciones implícitas.

r
a x b y c z d
a x b y c z d

: 1 1 1 1

2 2 2 2

0
0
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+ + + =
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21. Halla la ecuación del plano que contiene a la recta                               y pasa por el punto (1, 2, –3).

Solución:

De las ecuaciones continuas obtenemos dos planos:

Es decir: 2x – 2z – 2 = 0  y  2y – z – 5 = 0            

Consideramos el haz: 2x – 2z – 2 + δ (2y – z – 5) = 0. 

Sustituyendo en la ecuación del haz las incógnitas por las coordenadas del punto (1, 2, -3), tenemos:

2·1 – 2(–3) –2+ δ(2·2 – 3(–3) –5) = 0,    6 + 8δ = 0,  δ =    

El plano pedido será:
2x – 2z – 2 –       (2y – z – 5) = 0        

8x – 6y – 5z + 7 = 0    

−3
4

−3
4

x z y z
2

1
2

2 1
2

= + − = +   y   

x y z
2

2 1
2

= − = +

23. Halla la ecuación del plano que pasa por A(2, –3, 4) y es paralelo al plano x – 3y + z – 2 = 0.  

24. Determina m y n para que los planos x – my + 2z + 9 = 0  y 3x – 3y + nz – n = 0 sean paralelos.

A c t i v i d a d e s
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7. Posiciones relativas de tres planos
Tres planos en el espacio

π1:  a1x +b1y +c1z +d1=0
π2:  a2x +b2y +c2z +d2=0
π3:  a3x +b3y +c3z +d3=0

pueden adoptar varias posiciones que deduciremos del análisis del sistema formado por sus ecuaciones. Según
el teorema de Rouché-Frobenius se pueden presentar distintas situaciones que vamos a interpretar geométricamente.

En el sistema

llamaremos A a la matriz de los coeficientes y M a la matriz ampliada y pueden aparecer los siguientes casos:

1. Si rango(A) = rango(M) = 3, el sistema tiene solución única. Esto se interpreta como que los tres planos
se cortan en un punto cuyas coordenadas son la solución del sistema.

2. Si rango(A) = 2 y rango(M) = 3, el sistema es incompatible, no tiene solución; y geométricamente lo
interpretamos como que los tres planos no tienen puntos en común. Aunque se pueden dar dos situaciones:

a) Dos planos son paralelos y están cortados por el tercero.

b) Los planos se cortan de dos en dos, como las caras de una superficie prismática triangular, determinando
tres rectas paralelas.

Estas dos situaciones se distinguen una de otra por los vectores normales a los planos. En el caso a) n1
→ y

n2
→ son paralelos y por tanto proporcionales, pero n3

→ no es paralelo a los anteriores; es decir, en la matriz A
hay dos filas proporcionales. En el caso b) cada dos planos definen una recta, por lo que los vectores
normales no mantienen entre ellos ninguna relación de paralelismo, entonces en la matriz A no existen dos
filas proporcionales.

Si rango(A) = rango(M) = 2, el sistema posee infinitas soluciones dependientes de un parámetro. Estas
soluciones constituyen las ecuaciones paramétricas de una recta. Esta recta es el eje de un haz de planos
al que pertenecen los planos dados.
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25. De todos los planos que contienen a la recta                            halla el que pasa por el origen de coordenadas.

26. Determinar el plano que contiene a la recta r :                                  y es perpendicular al plano π: x – y + 2z–1= 0. 
x y z
x y z
+ + − =
− − + =
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⎨
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x y z
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2 9
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4. Si rango(A) = 1 y rango(M) = 2, el sistema vuelve a ser incompatible e interpretamos este hecho como
que los tres planos son paralelos o que dos son coincidentes y el tercero paralelo a ellos. Hay dos planos
coincidentes si en la matriz M aparecen dos filas proporcionales.

5. Si rango(A) = rango(M) = 1, los tres planos son coincidentes.

En las figuras hemos señalado los seis casos anteriores.

Resumiendo, tenemos:

Rango(A) 1 1 2 2 3
Rango(M) 1 2 2 3 3

Posición Coincidentes
Paralelos o 2

coincidentes y el
3º paralelo

Pertenecen al
mismo haz

Cada 2
determinan una

recta o 2 son
paralelos y el 3º

los corta

Determinan un
punto

1.

2. a) 2. b)

3.
4.

5.
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22. Dados los planos
π1: mx + y + z = 1
π2: x + my + z = 1
π3: x + y + mz = 1,

estudiar su posición relativa para los diferentes valores de m.

Solución: 
Discutimos el sistema para los diferentes valores de m:

mx + y + z = 1
x + my + z = 1
x + y + mz = 1

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
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8. Posiciones relativas de recta y plano
Una recta r, que pasa por A(x1,y1,z1) y tiene como vector director v→= (v1,v2,v3), y un plano,

π: ax+by+cz+d = 0, con vector normal  n→ = (a, b, c), pueden adoptar las posiciones siguientes:

● La recta corta al plano: geométricamente supone que los vectores v→ y  n→ no son
perpendiculares, como se aprecia en la figura, luego su producto escalar será distinto
de cero, v→· n→ ≠ 0.

● La recta y el plano son paralelos: entonces los vectores v→ y  n→ son
perpendiculares y lógicamente su producto escalar será nulo: v→· n→ = 0

● La recta está contenida en el plano: en cuyo caso los vectores v→ y  n→ siguen siendo
perpendiculares, es decir,  v→· n→ = 0, pero lo distinguimos del caso anterior porque
todos los puntos de r pertenecen a π, en particular A.

Resumiendo, tenemos:

Cabe aún otro análisis si la recta está dada por sus ecuaciones implícitas, y consiste en formar un sistema de
tres ecuaciones con tres incógnitas.

≠ 0 = 0

v→· n→ Se cortan en un punto Si A no pertenece a π, entonces r es paralela a π
Si pertenece A a π, entonces r está contenida en π

det(A) =                    = m3 – 3m + 2,  m3 – 3m + 2 = 0,  m = 1  y  m = 2.

Si m ≠ 1 y m ≠ 2, rango(A) = rango (M) = 3, el sistema es  compatible y determinado. Los tres planos se cortan en
un punto.

Si m =1, rango (A) = rango (M) = 1, sistema compatible e indeterminado. Los tres planos son coincidentes. En el caso
de que m = 2, rango (A) = 2  y rango (M) = 3, sistema incompatible, examinamos la matriz A y no observamos en ella
dos filas proporcionales; por tanto los 3 planos se cortan dos a dos formando una superficie prismática triangular.

m
m

m

1 1
1 1
1 1

27. Hallar la posición relativa de los siguientes planos: 2x – y + 2z = 5; x + y – 2z = 4; x – 5y + 4z = 3. 

28. Halla el valor de m para que los planos x + y + z = 2,  2x + 3y + z = 3 y  mx + 10y + 4z = 11 tengan una recta en
común.
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Llamando A a la matriz de los coeficientes del sistema y M a la matriz ampliada, nos podemos encontrar con
las siguientes posibilidades:

1. rango(A) = 3, rango(M) = 3. Cuando esto ocurre, se dice que la recta es secante al plano, lo corta en un
punto. El punto de corte es la solución del sistema 

2. rango(A) = 2, rango(M) = 3. Esto sucede cuando la recta es paralela al plano.
3. rango(A) = 2, rango(M) = 2. Entonces la recta está contenida en el plano.
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23. Estudiar la posición relativa de la recta (x, y, z) = (–1+3λ, 2+λ, 2λ) y el plano determinado por los puntos A(1, 3,
2), B(2, 0,1) y C(1, 4, 3). Si se cortan halla el punto de corte.

Solución: 

Hallamos la ecuación general del plano que pasa por A (1, 3, 2) y tiene como vectores paralelos AB→ = (1,–3,–1)  y,
AC→ = (0, 1, 1). Esta ecuación se obtiene igualando a cero el determinante: 

Y resulta el plano: –2x –y + z + 3 = 0. 

Hallamos el producto escalar del vector normal al plano, n→ = (–2,–1,1), con el vector director de la recta, v→ = (3,1,2):

n→· v→ = (–2,–1,1) · (3,1,2) = 5  ≠ 0

Luego recta y plano se cortan en un punto.

Para hallar el punto de corte, sustituimos las ecuaciones paramétricas de la recta en la del plano y calculamos el
valor de λ :

–2 (–1 + 3λ) – (2 + λ) + 2λ + 3 = 0,   –5λ + 3 = 0,  λ =    .               

Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de la recta el valor de λ encontrado, conseguimos las coordenadas
del punto de corte:
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29. Del haz de planos que contiene a la recta r : halla uno que sea paralelo a la recta que pasa
por A(1,–1, 1)  y  B(3, 3,–2).

30. Determinar la posición de la recta r : y el plano π: ax + 2y – 6z + 7= 0 para los diferentes valores

de a. Halla el punto de corte de la recta y plano cuando a = 5.

31. Considera los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(1, 1, 0) y D(1, 0, 0) . Halla la ecuación del plano que contiene a A y B
y no corta a la recta determinada por C y D.

x y
a

z a
6

1
4

= + = −

x y z
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⎧
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9. Algunos problemas de rectas y planos
La variedad de problemas es muy amplia y muchos problemas de geometría analítica admiten más de una

forma de resolución. No es nuestro interés hacer un estudio exhaustivo de todas las formas posibles de resolverlos,
sino emplear la más sencilla e intuitiva y referir alguna indicación sobre otros modos de abordarlos.

Punto simétrico de otro respecto a un punto

Decimos que P’(x, y, z) es simétrico de P(x1, y1, z1) con respecto a M (m1, m2, m3), si M es el punto medio del
segmento PP’. 

Luego 

Punto simétrico de otro con respecto a una recta

Decimos que P’ es simétrico de P con respecto a la recta r, si hay un punto M de r que es el punto medio del
segmento PP’.

m x x m y y m z z
1

1
2

1
3

1

2 2 2
= + = + = +, , .

E j e m p l oE j e m p l o

24. Halla el punto simétrico de P(4, 3, –1) con respecto a M(2, 4, –3)

Solución: 

Llamamos P’(x, y, z) al simétrico de P con respecto a M, entonces: 

De donde obtenemos x = 0, y = 5, z = –5 . Luego P’(0, 5, –5).

2 4
2

4 3
2

3 1
2

= + = + − = − +x y z, ,      

E j e m p l oE j e m p l o

25. Halla el simétrico de (2, 0, 3) respecto a la recta x – 1 = y – 2 =          .

Solución:

Sea P(2, 0, 3) y P´(x, y, z) el simétrico con respecto a la recta dada. Sea M un punto de la recta que es el punto
medio del segmento PP’. Procederemos con los siguientes pasos.

i) Si  ponemos la recta en paramétricas (x, y, z) = (1+λ, 2+λ,1+2λ), el punto M tiene de coordenadas(1+λ, 2+λ,1+2λ).
Además, el vector PM→ = (1+λ–2, 2+λ–0, 1+2λ–3) = (–1+λ, 2+λ, –2+2λ), es perpendicular al vector director de
la recta v→ = (1, 1, 2), luego PM→ · v→ = 0,

(–1+λ, 2+λ, –2+2λ ) · (1, 1, 2) = 0    
–1+λ+2+λ – 4+4λ = 0

–3+6λ = 0 ,  λ = 1
2

z −1
2
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Punto simétrico con respecto a un plano

Decimos que P’ es simétrico de P con respecto al plano π si hay un punto M de π que es el punto medio del
segmento PP’.

Recta que corta perpendicularmente a otras dos que se cruzan

Si r es una recta que corta perpendicularmente a otras dos, s y t, que se cruzan, tendrá el vector director ortogonal
a los vectores de dirección de s y t. En el ejemplo exponemos un modo de resolver este problema, pero hay otra
forma de hacerlo.

PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

5UNIDAD

ii) Hallamos las coordenadas de M

iii) De la igualdad

obtenemos x = 1, y = 5  y  z = 1. El punto buscado es P´(1, 5, 1).
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26. Halla el simétrico del punto P(0, 1, 4) respecto al plano π: x –2y + 3z + 4 = 0.

Solución: 

Llamamos P’(x, y, z) al simétrico de P(0, 1, 4) respecto a π y procedemos con los siguientes pasos.

i) Hallamos la ecuación de la recta r que pasa por P y es perpendicular a π. Las ecuaciones paramétricas de
r : (x, y, z) = (λ, 1–2λ, 4 + 3λ) 

ii) Hallamos, M, el punto de corte de r y π:

λ – 2(1 – 2λ) + 3(4 + 3λ) + 4 = 0
λ – 2 + 4λ + 12 + 9λ + 4 = 0

14 λ + 14 = 0,    λ = –1

Entonces M (–1, 3, 1).

iii)  De la igualdad (–1,3,1)  , obtenemos  x = –2,   y = 5,   z = –2

El punto P’ tiene de coordenadas (–2, 5,–2).

= + +⎛
⎝⎜

⎞
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x y z
2

1
2

4
2

, ,
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Recta que pasa por un punto y corta perpendicularmente a otra

Dada una recta r y un punto P exterior a ella se trata de encontrar otra recta que pase por P y corte
perpendicularmente a r.

E j e m p l oE j e m p l o

27. Halla la recta r, perpendicular común a las rectas  s: x = y = z y   t: x =

Solución:

Si escribimos s y  t en paramétricas obtenemos: 

s: (x, y, z) = (λ, λ, λ)   y   t: (x, y, z) = (μ, 1+2μ, –2+3μ)      

Buscamos un punto S(λ,λ,λ) de s y otro T(μ, 1+2μ, –2+3μ) de t tales que el vector ST→ = (μ – λ,1+2μ – λ , –2+3μ – λ )
sea ortogonal al vector director de s, v→ =(1, 1, 1),  y  al de t, w→ = (1,2,3). Esto significa que:

ST→ · v→ = 0,    (μ– λ, 1+2μ – λ , –2+3μ – λ ) · (1, 1, 1) = 0   

μ – λ+1+2μ – λ – 2+3μ – λ = 0

–1+ 6μ – 3λ = 0    

ST→ · w→ = 0, (μ – λ, 1+2μ – λ , –2+3μ – λ ) · (1, 2, 3)=0   

μ – λ+1 + 2+4μ – 2λ – 6+9μ – 3λ =0      

–4+14μ – 6λ =0

Del sistema                            obtenemos  μ = 1,  λ = 5/3. 

Luego S (5/3, 5/3, 5/3) y T (1, 3, 1). La recta que pasa por S y T es la recta buscada:

Otra solución puede hallarse como intersección de dos planos: uno, pasa por S y tiene como vectores paralelos
v→ y  v→× w→, y el otro, pasa por T y tiene como vectores paralelos w→ y  v→× w→.

( , , ) , , , ,x y z = ⎛
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+ − −⎛
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μ λ
μ λ
− =
− =

⎧
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28. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(2,–1, 3) y corta perpendicularmente a r :

Solución:
Escribimos r en paramétricas:

(x, y, z) = (2, 1, 0) + λ(2,2,1) = (2 +2λ, 1 + 2λ, λ)

x y z− = − =2
2

1
2

.
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Ecuación de una recta que es paralela a otra y corta a otras dos

A veces se dice simplemente, hallar la recta que es paralela a un vector y corta a otras dos; como se muestra
en el ejemplo siguiente.

PUNTOS, RECTAS Y PLANOS
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Nos interesa encontrar un punto de r, llamémosle R(2 + 2λ, 1+ 2λ, λ), de modo que PR→ = (2+2λ− 2,1+ 2λ+1, λ – 3)
= (2λ, 2 + 2λ, λ – 3) sea perpendicular al vector director de r, v→ = (2, 2, 1).

Si  PR→ ·v→= 0, entonces tendremos:

(2λ, 2 + 2λ, λ – 3)· (2, 2, 1) =  4λ + 4 + 4λ + λ – 3 = 0,   λ = 

Hallamos las coordenadas de R:

La recta que pasa por P y R es la recta pedida

(x, y, z) = (2, –1, 3) + λ

Otro modo de resolverlo es encontrar un plano que pasa por P y sea perpendicular a r. La intersección de este plano
con la recta r nos da el punto R, y la recta pedida es la que une P y R.
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29. Halla la ecuación de la recta que corta a las rectas r : x – 1 = y = z

y s: y es paralela al vector u→= (–2, 3, –1).

Solución: La recta r pasa por A(1,0,0) y tiene vector director v→ = (1,1,1); y  s puede escribirse en paramétricas
despejando y e igualando x a μ:

s:                        , es decir, pasa por B (0, –1, 3) y tiene vector director w→ = (1, 2, 0).

Un punto genérico de r es R (1+λ, λ, λ) y un punto genérico de s es S (μ, –1 + 2μ, 3). El vector RS→ = (μ – 1 –λ,
–1 + 2μ –λ, 3 – λ) es paralelo a u→ = (–2, 3, –1),

Luego

(μ – 1 –λ, –1 + 2μ –λ, 3 – λ) = α(–2, 3, –1) 

La igualdad anterior conduce al sistema:

x
y
z
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=
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⎩
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Ecuación de una recta que pasa por un punto y corta a otras dos

En ocasiones este enunciado se expresa diciendo: hallar la recta que pasa por un punto y se apoya en otras
dos. Veamos un ejemplo.

Por lo tanto,                                                      y la recta que pasa por R y S satisface lo que nos piden:

Es evidente que el vector es paralelo a  u→ = (–2, 3, –1)

Hay otro modo de resolverlo  con ayuda del haz de planos. Buscamos entre los planos del haz de eje r aquel que
sea paralelo a u→. La intersección de este plano con s nos da un punto desde el cual, y con vector director u→, encontramos
la recta pedida.
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30. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(1, 1, 1) y corta a las rectas 

Solución:

Pasamos r a continuas                                    , igualando la primera fracción a la segunda y la segunda a la tercera 

obtenemos las ecuaciones de dos planos: x + y – 3 = 0  y  2y + z – 5 = 0  que contienen a r.

El haz de planos de eje r tiene de ecuación: x + y – 3 + δ(2y + z – 5) = 0

Buscamos uno en el haz que pase por P(1, 1, 1):  1 + 1 – 3 + δ(2·1 + 1 – 5) = 0,  δ = 

Sustituyendo δ en el haz y operando, tenemos: x + y – 3 +        (2y + z - 5) = 0

Obtenemos el plano: 2x – z – 1= 0. 

El punto de corte de este plano con la otra recta s resulta de sustituir sus ecuaciones paramétricas en este plano:

2μ – (–2 – μ) – 1 = 0,   3μ = 3, μ = 1
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Recuerda

PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

5UNIDAD

Y ahora poniendo μ = 1 descubrimos las coordenadas del punto de corte S(1, 3, 1). La recta pedida pasa por P y
S y es: (x, y, z) = (1, 1 + 2λ, 1).  

El plano que contiene a P y a r podemos hallarlo, sin recurrir al haz de planos, directamente; y es más sencillo.

También es posible resolver el problema hallando dos planos. Uno que contiene a P y a r y otro, a P y a s. La
intersección de esos dos planos nos da la ecuación de la recta pedida.

32. Halla la ecuación de la recta que corta a y es paralela a la recta 

(x, y , z) = (–λ, 3λ, –λ).

33. Halla el punto simétrico de P(1,2,-1) con respecto al plano que pasa por los puntos M(1,–8,–3), N(2,0,–1) y Q(3,8,1).

34. Encuentra las ecuaciones de la recta perpendicular común a las rectas: x = y = z y  x = y = 3z – 1 (Observa que la
última recta tiene vector director (1, 1, 1/3) y pasa por (0, 0, 1/3).

35. Dada la recta r: x + 1 = y – 2 = y el punto P(1, 2, 1) hallar las ecuaciones de la recta s que pasa por P y 

corta perpendicularmente a r.

36. Dada la recta r: x + 1 = y – 2 =             y  el punto P(1, 2, 1) halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto a r.

37. Dadas las rectas                                                                             halla otra recta que pasa por el origen de coordenadas

y corta a las anteriores.
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R e c u e r d a

� Ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A(x1, y1, z1) y con vector de dirección  v→= (v1, v2, v3)

� Ecuaciones continuas  de la recta que pasa por A(x1, y1, z1) y con vector de dirección v→= (v1, v2, v3)

� Ecuaciones implícitas

� Posiciones relativas de dos rectas, r y  s, con vectores de dirección v→ y w→, respectivamente

� Ecuación general del plano
ax + by + cz + d = 0

� Ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(x1, y1, z1) y tiene como vectores paralelos al plano
v→ = (v1, v2, v3) y w→ = (w1, w2, w3)

� Haz de planos
a1x + b1y + c1z + d1 + δ(a2x + b2y + c2z +d2) = 0

� Posiciones relativas de tres planos

� Posiciones relativas de la recta r con vector director v→ = (v1, v2, v3) y un plano π con vector normal n→= (a, b, c),

≠ 0 = 0

v→· n→ Se cortan en un punto Si A no pertenece a π, entonces r es paralela a π
Si pertenece A a π, entonces r está contenida en π

Rango(A) 1 1 2 2 3
Rango(M) 1 2 2 3 3

Posición Coincidentes
Paralelos o 2

coincidentes y el
3º paralelo

Pertenecen
al mismo

haz

Cada 2 determinan una recta o
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Rectas r y s coinciden paralelas se cortan se cruzan
rango (v→, w→ ) 1 1 2 2
rango( v→, w→ y AB→) 1 2 2 3
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Ángulos, distancias,
áreas y volúmenes6

UNIDAD

e suelen llamar problemas afines a todos los
que se refieren a intersección (incidencia) y
paralelismo de los elemento básicos del

espacio: puntos, rectas y planos. Por el contrario, se
denominan problemas métricos a los que hacen
referencia a las medidas de ángulos, distancias, áreas
y volúmenes.

En esta Unidad didáctica trataremos los problemas
métricos que se pueden establecer entre puntos, rectas
y planos; en algunas figuras planas: triángulos y
paralelogramos, y los cuerpos geométricos sencillos:
paralelepípedos y tetraedros.

Todos los problemas métricos planteados admiten
soluciones basadas en los vectores y las operaciones
con vectores. El producto escalar tiene especial
relevancia para medir ángulos y distancias, hasta el
punto que se suele considerar como la cinta métrica con
la se aborda los problemas referentes a longitudes. El
módulo del producto vectorial es el instrumento para
el cálculo de áreas y el módulo del producto mixto se
emplea para hallar los volúmenes de los sólidos más
simples. 

En la Unidad didáctica hemos clasificado los problemas en relativos a ángulos, a distancias,
a áreas y a volúmenes. Hemos dedicado un apartado al estudio de algunos lugares geométricos
del espacio que tienen una solución inmediata con los instrumentos de medida considerados. 

1. Con el estudio de esta Unidad nos proponemos alcanzar los siguientes objetivos:

2. Conocer los procedimientos para medir ángulos.

3. Definir el concepto de distancia y resolver problemas de distancias entre puntos, rectas y
planos.

4. Deducir fórmulas que abrevian el cálculo de distancias.

5. Aplicar el producto vectorial y el producto mixto para calcular  áreas y volúmenes. 

6. Estudiar qué es un lugar geométrico y cómo se determinan los puntos que lo constituyen.

S

● Las torres Kio de Madrid tienen forma de paralelepípe-
do. (ITE. Banco imágenes )
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Aplicaciones de las operaciones con vectores

Producto escalar Producto vectorial Producto mixto

Ángulo:
de dos rectas,
de dos planos,
de recta y plano

Distancia:
entre dos puntos,
de un punto a un plano

Área:
del paralelogramo,
del triángulo

Volumen:
del paralelepípedo,
del tetraedro

Distancia de un
punto a una recta

Distancia entre dos rectas
que se cruzan

1. ÁNGULOS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

1.1. Ángulo de dos rectas  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

1.2. Ángulo de dos planos  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

1.3. Ángulo de recta y plano  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

2. DISTANCIAS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

2.1. Distancia entre dos puntos  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

2.2. Distancia de un punto a una recta  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

2.3 Distancia de un punto a un plano  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

3. DISTANCIA ENTRE RECTAS Y PLANOS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

3.1. Distancia entre planos paralelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

3.2. Distancia de rectas paralelas  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
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1. Ángulos

1.1. Ángulo de dos rectas
Sabemos, lo hemos visto en la Unidad didáctica 4, que dos vectores, trazados con origen en el mismo punto,

pueden formar dos ángulos; uno comprendido entre 0º y 180º y otro, mayor, comprendido entre 180º y 360º. Tomamos
como ángulo de los  vectores el menor de los dos. Si llamamos α al ángulo que forman dos vectores, u→ y v→, el
cálculo de la medida α se hace con una calculadora científica y a partir de la definición de producto escalar,

Dos rectas determinan cuatro ángulos, iguales dos a dos, y tomamos como ángulo de las dos rectas el menor
de ellos, que es un ángulo agudo o a lo sumo recto si son perpendiculares.

El ángulo formado por dos rectas que se cruzan, r y s, se define como el ángulo formado por dos rectas secantes
paralelas a las dadas.

En cualquier caso, el ángulo que forman las dos rectas r y s es igual o suplementario al ángulo que forman sus
vectores de dirección, como se advierte en la figura

Llamamos α al ángulo de r y s; como este ángulo es el menor de los dos ángulos suplementarios será un ángulo
agudo y su coseno será siempre positivo, luego podemos escribir:

cos cos ( , )
·

α = =ángulo u v
u v

u v

� �
� �

� �

u
v

v

u

α

r

s

r

s

α

r

α

s

α α= = −arccos ·
·

cos ·
·

u v
u v

u v
u v

� �
� �

� �
� � o  (como aparece en la1 ss calculadoras).
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1.2. Ángulo de dos planos
El ángulo de dos planos secantes, π1 y π2, es el menor de los cuatro ángulos diedros que determinan. Su medida

coincide con el ángulo rectilíneo formado por dos rectas perpendiculares a la recta común a los planos, y trazadas
por el mismo punto.

Llamando α al ángulo de π1 y π2, pueden aparecer dos situaciones:

1. Si n→1 y n→2 son los vectores normales a π1 y π2, puede ocurrir tal como vemos
en la figura, que α = ángulo (n→1,n→2) porque son ángulos comprendidos entre
perpendiculares.

2. Si  n→1 y  n→2 adoptan otra posición, y lo hemos dibujado en la segunda
figura, entonces: α y ángulo (n→1,n→2) son suplementarios.

De cualquier forma, como α es el menor de dos ángulos
suplementarios, es agudo y su coseno positivo, en consecuencia:

cos cos ( , )
·

.α = =ángulo n n
n n
n n

� �
� �
� �1 2

1 2

1 2

E j e m p l oE j e m p l o

1. Calcular el ángulo que forman las rectas r:(x, y, z) = (2 + λ, 3 + 2λ, 5 – λ)  y  s:

Solución:

Los vectores de dirección de r y s son v→(1, 2, –1) y w→(2, 1, 1), respectivamente.

Si α es el ángulo que forman r y s, entonces tenemos:

Por tanto,  Con la calculadora científica

SHIFT cos-1 0.5 = 60.

α = =arccos 1
2

60º .

cos
, , , ,

α =
⋅

=
−( ) ⋅ ( )

⋅
=

( )
= =

u v

u v

� �

� �
1 2 1 2 1 1

6 6
3

6

3
6

1
22

x y z+ = − = +1
2

4 2
1

n1

n2 α

n1

n2
α
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1.3. Ángulo de recta y plano
El ángulo de la recta r con el plano π es igual al ángulo que forma

la recta r con la recta r’, proyección de r sobre el plano π. Se pueden
dar dos situaciones:

1. En la figura, llamando v→ al vector director de r y  n→ al vector normal
a π y α al ángulo de r y π, observamos que α y ángulo (v→, n→) son
complementarios y, por lo tanto, sen α = cos ángulo (v→, n→)

2. En esta figura hemos dibujado otra situación y es que ángulo (v→, n→) y el
ángulo (– v→, n→) son suplementarios, entonces 

sen α = cos ángulo (– v→, n→) = – cos ángulo ( v→, n→) = |cos ángulo ( v→, n→)|

De cualquiera de las dos situaciones concluimos que:

sen ángulo v n
v n

v n
α = ( ) =cos ,

·

·

� �
� �

� �
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E j e m p l oE j e m p l o

2. Hallar el ángulo que forman los planos π1 : 2x –y + z –1 = 0  y  π2: 3x + 3y – z + 3 = 0.

Solución:

Los vectores normales de π1 y π2 son n→1 = (2,–1, 1)  y  n→2 = (3, 3, –1), luego se cumple que

Por tanto,                                                           . Para obtener el resultado empleamos la calculadora:

SHIFT cos-1 ( 10  ÷ √⎯ 114 ) = 20.514….. SHIFT ° ' '' 20° 30' 50,86''.

α = =arccos 10
114

20 30 50 86º ' , ''

cos cos ( , )
, , · , ,

. .
α = =

−( ) −( )
= =ángulo n n

� �
1 2

2 11 3 3 1
6 19

10
6 19

10
114

π
r´

rn

v

α

v

v r´

-

α

π

E j e m p l oE j e m p l o

3. Hallar el ángulo que forma el plano π : x – y + z + 3 = 0  con la recta r:                            .

Solución:
Sabemos que  n→ = (1, –1, 1) y que el vector director de r es v→ = (–1, 2, 2). Si α es ángulo de r y π se cumple que :

− = + =x y x2
2 2
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2. Distancias

2.1. Distancia entre dos puntos
La distancia entre dos puntos de R 3, A(x1, y1, z1) y B (x2, y2, z2), es el módulo del vector AB→. Si simbolizamos

la distancia de A a B como d(A,B), entonces 

Comprobamos que se cumplen las siguientes propiedades:

1. d(A, B) = d(B, A), ya que   │AB→│=│BA→│

2. d(A, B) ≥ 0, únicamente es cero cuando A = B.

3. d(A, C) ≤ d(A, B) + d(B, C), desigualdad triangular

d A B AB x x y y z z( , ) ( ) ( ) ( )= = − + − + −
� ��

2 1
2

2 1
2

2 1
2

Luego, Con la calculadora científica:

SHIFT sin-1 ( 1 ÷ 3 √⎯ 3 ) = 11.095….. SHIFT ° ' '' 11° 5' 44,89''.

α = =arcsen 1
3 3

10 5 44 89º ' , '' .

sen ángulo v nα = ( ) =
−( )⋅ −( )

=cos ,
, , , ,

.

� � 1 1 1 1 2 2
3 9

1
3 3

1. Hallar el ángulo que forman las rectas 

2. Comprueba que las rectas                                                  se cruzan y luego halla el

ángulo que forman.
3. Dados los planos π1: 4x – 3y + 5z + 7 = 0  y  π2: x – my + z + 1 = 0, hallar el valor de m para que sean perpendiculares.

4. Determina el ángulo que forma la recta s:                              con el plano 2x + 2y – z + 8 = 0

5. ¿Cuál es el ángulo que forman los planos:  π1: x + 2y – z = 3  y  π2: 2x – y + 3z = 0?

x y z
x y
y z

= − = +
+ =
− =

⎧
⎨
⎩

1 2
3
1

  y  

3 3 0
5 0

x y z
x y z

− − + =
+ − + =

⎧
⎨
⎩

r x y z s x y z: : ( , , ) ( , , )− = − = = − + +1
2

4 2 3 3 1y      λ λ

A c t i v i d a d e s
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2.2. Distancia de un punto a una recta
La distancia de un punto P (x1, y1, z1) a una recta r, que pasa por A y tiene vector director v→, es la distancia del

punto P al punto P’, proyección de P sobre r:

d (P, r) =d (P,P’)

Hay varios procedimientos para calcular las coordenadas del punto P’,
proyección de P sobre r:

1. a) Determinamos un plano π que contiene a P y es perpendicular a r.

b) Hallamos la intersección de r con π, que nos dará las coordenadas de P’.

c) Conocidas las coordenadas de P’, entonces d (P, r) =d (P, P’)

2. a) Tomamos un punto genérico de r al que llamamos P’ , cuyas coordenadas dependen de un parámetro λ,
y formamos el vector PP’→, cuyas coordenadas también dependen de λ.

b) Hallamos el valor de λ para que PP’→ · v→ = 0

c) Con el valor de λ encontrado, calculamos las coordenadas de P’, y evidentemente: d (P, r) =d (P, P’).

El tercer procedimiento nos proporciona una fórmula para determinar la distancia de P a r.

3. En la figura adjunta dibujamos el punto P y la recta r con sus elementos. En ella trazamos un paralelogramo
con vértices en A, P y de lados v→ y AP→.

El área de este paralelogramo es |v→× AP→|, pero es conocido que

Área paralelogramo = base · altura. 

Ahora, la altura del paralelogramo, d, es la distancia de P a r, d (P, r); luego 

d P r
v AP

v
( , ) = =

×Área paralelogramo
base

� � ���

�
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4. Si  A(3,–1,2)  y  B(–1,2,4) comprobar que d(A,B) = d(B,A).

Solución: 

d A B

d A B

( , )

( , )

= − −( )( ) + − −( )( ) + −( ) =

= − −( )( ) + − −(

3 1 2 1 4 2 29

3 1 1 2

2 2 2

2 )) + −( ) =2 22 4 29
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2.3 Distancia de un punto a un plano
Dados un punto P(x1, y1, z1) y un plano  π: ax + by + cz + d = 0 en R 3, la distancia de P a π, simbólicamente

d(P, π), es la distancia de P al punto P’, siendo éste la proyección de P sobre el plano π.

Como en el apartado anterior, hay varios modos de calcular esta distancia.
1. a) Hallamos la recta r que pasa por P y es perpendicular al plano π.

b) Hallamos intersección de r con π y llamamos a este punto P’.
c) Entonces d(P, π) = d(P, P’).

E j e m p l oE j e m p l o

5. Halla la distancia del punto P (2,–1,1) a la recta (x, y, z) = (1–2λ, 2+λ, 3–2λ) por cada uno de los procedimientos
anteriores.

Solución:

1. El plano que contiene a P y es perpendicular a la recta es:

–2x +y –2z +d =0, –2·2+ (–1)–2·1+ d = 0, d = 7.
Por tanto el plano es: –2x +y –2z +7=0.

La intersección del plano con la recta:

–2(1–2λ) +2+λ–2(3–2λ) +7=0,  λ= –1/9.
Luego el punto P’ es

y la distancia entre P y r

2. El vector  PP’→ tiene de coordenadas (–1–2λ, 3+λ, 2–2λ), como  PP’→ · v→= 0,

(–1–2λ, 3+λ, 2–2λ)·(–2,1,–2) =0, λ = –1/9. Luego P’                       y 

.

3. El punto de la recta A es (1, 2, 3), luego AP→ = (1,–3,–2) y como v→ = (–2,1,–2) aplicamos la fórmula

d P r
v AP

v
( , )

( , , ) ( , , )
( ) ( )

( ,
=

×
=

− − × − −

− + + −
=

− −
� � ���

�
2 1 2 1 3 2

2 1 2
8

2 2 2

66 5
9

5 5
3

, )
=

5 5
3

d P r d P P( , ) ( , ')= =

11
9

17
9

29
9

, ,⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

d P r d P P( , ) ( , ')= = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=11
9

2 17
9

1 29
9

1 5 5
3

2 2 2

1 2 1
9

2 1
9

3 2 1
9

11
9

17
9

29
9

+ ⋅ − + ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

, , , ,

P

P´
π
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2. Hay otro procedimiento que proporciona una fórmula para encontrar la distancia de un punto a un plano y
resulta muy fácil de aplicar.

Sea P´(x0, y0, z0) el pie de la perpendicular trazada por P sobre π, es decir, la proyección de P sobre π.
Como es un punto del plano se cumplirá que:

Por otra parte, si sustituimos las coordenadas de P(x1, y1, z1) en la ecuación del plano π y sustituyendo d
por la expresión anterior, obtenemos:
ax1 +by1 +cz1 +d =ax1 +by1 +cz1 – ax0 – by0– cz0

Es decir, 

Además de la definición de producto escalar:

Combinando las dos igualdades anteriores:

Dondeα es el ángulo que forman m→ y  P Ṕ→  y que sólo puede ser α = 0º o α = 180º, dependiendo que m→y
PP→´ estén al mismo lado del plano o en lados opuestos, y por tanto cos α = 1 o cos α = –1. En consecuencia,
el valor absoluto del primer miembro es igual al valor absoluto del segundo miembro

Luego la distancia de un punto a un plano se obtiene sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuación
del plano, se halla su valor absoluto, y se divide por el módulo del  vector normal al plano.

                                                            

                           

ax by cz d n P P1 1 1+ + + =
� � ���

· ' · cosα

                                 

C

ax by cz d n P P1 1 1+ + + =
� � ���

· '

oomo podemos escribir:

                      

d P P P( , ) 'π =
� ���

                                      P P d P
ax b

' ( , )
� ���

= =
+

π 1 yy cz d
n
1 1+ +
�

= − − −( ) = ⋅n x x y y z z n P P1 0 1 0 1 0

� � �
· , , '

����
.

ax by cz d n P P1 1 1+ + + =
� � ���

' cosα

n P P n P P
� � ��� � � ���

⋅ =' ' cosα

ax by cz d n P P1 1 1+ + + = ⋅
� � ���

'

= −( ) + −( ) + −( ) =a x x b y y c z z1 0 1 0 1 0

ax by cz d d ax by cz0 0 0 0 0 00+ + + = = − − −  y   

E j e m p l o sE j e m p l o s

6. Halla la distancia del punto P(1, –2, 1) al plano π: 2x+y–2z+3=0.

Solución:

7. Halla la proyección ortogonal del origen de coordenadas sobre el plano x + 2y + 3z – 4 = 0. Calcula la distancia del
origen a su proyección sobre el plano.

Solución:

d P
ax by cz d

n
( , )

( )
( )

π =
+ + +

=
⋅ + ⋅ − − ⋅ +

+ + −
=1 1 1

2 2 2

2 1 1 2 2 1 3
2 1 2

1
3

�  unidaades de longitud
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La proyección ortogonal del origen sobre el plano es un punto del plano, P´, que se obtiene de la intersección de la
recta que pasa por el origen, y es perpendicular al plano, con el plano dado.

Las ecuaciones paramétricas de esta recta son: (x, y, z) = (λ, 2λ, 3λ). Sustituyendo en la ecuación del plano

λ+2·2λ+3·3λ– 4=0, λ = 4 /14 = 2 /7.

Luego el punto P´ es (2 / 7, 4 / 7, 6 / 7). La distancia del origen O(0,0,0,) a P´(2 / 7, 4 / 7, 6 / 7) es la misma que la del
origen al plano:

d O P

d O

( , ') ( / ) ( / ) ( / )

( ,

= + + =2 7 4 7 6 7 2 14
7

2 2 2  unidades de longitud

ππ ) =
+ + +

=
⋅ + ⋅ + ⋅ −

+ +
= =

ax by cz d
n

1 1 1

2 2 2

1 0 2 0 3 0 4
1 2 3

4
14

2 14
7

�

Dados   y  comprueba que  A B C d A C( , , ), ( , , ) ( , , ) ( , )1 1 1 3 3 3 4 5 6 < dd A B d B C
A

( , ) ( , )  . ¿Cómo tienen que estar los tres 
puntos 

+
,, , ( , ) ( , ) ( , )  y  para que    ?

Calcular la dis

B C d A C d A B d B C= +

ttancia del punto  a la recta  .

Hall

P x y
z( , , )3 2 1 2 5

3− − − =
=

⎧
⎨
⎩

aa las coordenadas de un punto  del eje  tal que su disP OY ttancia al punto (2,3,4) es igual a 6 unidades de 
longitu

A
dd.

Determina el punto de la recta    ( , , ) ( , , )x y z = − − +2 3 2λ λ λ   cuya distancia a un punto  sea  .

Halla un pun

P( , , )0 2 1 41−

tto de la recta       que equidista ( , , ) ( , , )x y z = − − +2 3 1 3λ λ λ dde los puntos   y   .

Halla en el eje  

M N

OY

( , , ) ( , , )0 1 2 1 2 0−

uun punto que equidiste del punto (1, 1, ) y del plano M 1 2 xx y z+ + =2 0.

Determinar la ecuación de un plano que contiene aa la recta   y que está a 1 unidad de lx z
y z

− − =
+ − =

⎧
⎨
⎩

3 2 0
3 0 oongitud del 

punto (1,1,1).

Calcular la distancia del punt

P

oo (1,1, 1) al plano . Determinar el punto del pla x y z− + − =2 0 aano que está a distancia 
mínima del punto .

Determinar un

A

  punto de la recta :  que equidiste de los plr x y z− = + =1
2

1
3

aanos :   y  

:   .
1

2

π

π λ λ μ μ

x y z

x y z

+ + =

= − + − + −

0

3 6( , , ) ( , , )

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

A c t i v i d a d e s
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3. Distancia entre rectas y planos
3.1. Distancia entre planos paralelos

La distancia entre dos planos paralelos, π y π ’, es igual a la distancia de un punto cualquiera de uno de los
planos, por ejemplo P de π, al otro plano:

d(π, π ’) = d(P, π ’)
Es decir, la distancia entre planos paralelos se reduce a la distancia de un punto a un plano.

3.2. Distancia de rectas paralelas
La distancia entre dos rectas paralelas r y s, es igual a la distancia de un punto cualquiera de una de ellas,

por ejemplo P de r, a la otra recta s:
d(r, s) = d(P, s)

Es decir, la distancia entre dos rectas paralelas se reduce a la distancia de un punto a una recta.

3.3. Distancia de una recta a un plano paralelo a ella
La distancia entre una recta r y un plano π es igual a la distancia de un punto cualquiera P de r al plano π:

d(r, π) = d(P, π)
El cálculo de la distancia de una recta a un plano se reduce a la distancia de un punto a un plano o de un punto

a una recta, si el punto lo tomamos sobre la recta o sobre el plano.

E j e m p l oE j e m p l o

8. Dadas las rectas 

a) Hallar la ecuación general del plano π que contiene a r y es paralelo a s.
b) Determinar la distancia de s al plano π.

Solución:

a) La ecuación del plano π que contiene a r y es paralelo a s se obtiene a partir de un punto de r, A(1,–1,0), y su
vector director, v→= (2,3,–1), además del vector director de s, w→ = (–3,3,2). La ecuación de π es 

b) La distancia de s a π es la distancia de un punto de s, B (0,2,–1), al plano π

d s d P( , ) ( ', )
( )

( )
π π= =

⋅ − + − −

+ − +
=

−
=

9 0 2 15 1 10
9 1 15

27
307

27
3072 2 2

 uniidades de longitud.

x
y

z
x y z

− −
+

−
= − + − =

1 2 3
1 3 3

1 2
0 9 15 10 0,

r x y z s x y z: :− = + =
− −

= − = +1
2

1
3 1 3

2
3

1
2

  y  



153

3.4. Distancia entre dos rectas que se cruzan
Sea una recta r, que pasa por A y tiene vector director v→ y otra recta s, que contiene a B y tiene como vector

de dirección w→. Existen varios procedimientos para hallar la distancia entre ellas. Vamos a estudiarlos.

1. a) Tomamos un punto genérico de r, llamémosle R, y otro de s, llamémosle S. Las coordenadas de R
dependen de un parámetro λ y las de S de un parámetro μ. Con ambos puntos formamos el vector RS→.

b) Resolvemos el sistema 

Se trata de un sistema con λ y μ como incógnitas y cuyas soluciones nos permiten  hallar las coordenadas
de R y S. Puntos por los cuales pasa la perpendicular común a las rectas r y s.

c) Entonces d(r, s) = d(R, S)

Otro procedimiento para hallar la perpendicular común es el siguiente:

2. a) Buscamos un plano π que contiene a r y es paralelo a s. Para ello elegimos en r el punto A y el vector
director v→ y con w→, vector director de s, tenemos una determinación lineal de π. (También podemos
hallar π como el plano que pasa por A y tiene como vector normal v→× w→).

b) La distancia de r a s, d(r, s), es la misma que la distancia de s a π, luego

d(r, s) = d(s, π) = d(B, π)

siendo B un punto de la recta s.

Un tercer procedimiento nos suministra una fórmula para calcular automáticamente la distancia entre las rectas.

3. La deducción de la fórmula se facilita observando la figura adjunta.
Hemos dibujado las rectas r y s y construido un paralelepípedo
de aristas v→, w→ y AB→ .

La distancia d(r, s) = altura del paralelepípedo. Por otra parte,
tenemos:

Volumen del paralelepípedo = área de la base · altura

Luego 

d r s altura
v w

( , )
det ,

= = =Volumen del paralelepipedo
área de la base

� ��� � ��

� ��
,AB

v w

( )
×

RS v
RS w

� �� �
� �� ��⋅ =

⋅ =
⎫
⎬
⎪

⎭⎪
0
0

w

v

A

B

s

r
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Hallar la distancia entre las rectas  y , siendo  r s r x y:
2

= −− = +
−

= =1
3

4
1 4

z s x y z

Solución

  y   .

 
Las rectas se cruzan po

:

:
rrque, si es  y , ranv w AB

� �� � ��
= −( ) = ( ) = −( )2 3 1 1 1 4 0 1 4, , , , , , , ggo  y rango

Conociendo que se c
v w v w AB
� �� � �� � ��
, , ,( ) = ( ) =2 3

rruzan, el método más directo para resolverlo es aplicando  la fórmula:

d r s
v w AB

v w
( , )

det , ,
det

=
( )

×
=

−

−
� �� � ��

� ��

2 3 1
1 1 4
0 1 4

⎛⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− −( )
= × − −( )

13 9 1
5
251

13 9 1
, ,

, , ya que  = .

Este

v w
� ��

  problema podíamos haberlo resuelto por alguno de los otroos métodos mencionados.

E j e m p l oE j e m p l o

9.

Hallar la distancia entre los planos paralelos
  yx y z+ + − =3 0    

Comprueba que el plano  es parale

3 3 3 5 0

2 3 5 0

x y z

x y

+ + − =

− + =

.

llo al eje . Halla la distancia de este eje al plano. 

Ha

OZ

llla la distancia entre las rectas paralelas

 x y z+ = −
−

= +1
2

3
1

22 4 4 1 2 2  y    

Halla el valor de  para q

( , , ) ( , , )x y z

c

= − + −λ λ λ

uue la recta  sea paralela al r
x y z
x y z

:
3 2 3 0
4 3 4 1 0

− + + =
− + + =

⎧
⎨
⎩

pplano 

  . Para el valor de  obtenido, calcuπ : 2 2 0x y cz c− + − = llar la distancia entre  y ?.

Dadas las rectas    

r

r x y

μ

: ( , , zz s x y z) ( , , ) := − − + + − = − = −1 3 1 4
2

4
4

2λ λ λ   y   

a) Hallar las ecuacciones de la recta que las corta perpendicularmente.
b) Callcular la distancia de  a .

Determinar el punto de la re

r s

ccta   que se encuentra a la mínima dir
x y z

y z
:

2 3 0
0

+ + − =
− =

⎧
⎨
⎩

sstancia de la recta 

 .  Calcular la diss
x y
y z

:
− = −
+ = −

⎧
⎨
⎩

1
2 2

ttancia de  a .r s

15.

16.

17.

18.

19.

20.

A c t i v i d a d e s
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4. Áreas de paralelogramos y triángulos
Un paralelogramo es un cuadrilátero que tiene los lados opuestos iguales y paralelos. Si conocemos los vértices

consecutivos del paralelogramo, A, B, C y D, los lados no paralelos están constituidos por los vectores AB→ y AD→;
y, como ya hemos visto, el área del paralelogramo viene dada por el módulo del producto vectorial de los vectores
AB→ y AD→

Área del paralelogramo ABCD = │AB→
× AD→│

Al unir dos triángulos iguales (e igualmente orientados) por un  lado común resulta siempre un paralelogramo,
cuyos lados coinciden con los otros dos lados del triángulo. En consecuencia, el área del triángulo será igual a la
mitad del área de un paralelogramo con el que comparte tres vértices, y por tanto podemos escribir:

Área del triángulo   =ABC AB AC1
2

� �� � ���
×

E j e m p l oE j e m p l o

. Comprueba que los puntos A(1,1,2), B(3,–2,1) y C(4,5,–2) no están alineados y halla el área del triángulo ABC.

Solución:

Como rango (AB→, AC→) = 2, los puntos no están alineados. Dado que AB→ (2, –3, –1) y  AC→ (3, 4, –4), entonces tenemos:

Área   unidades cuadradasABC AB AC= × = ( ) =1
2

1
2

16 5 17 570
� �� � ���

, , ..

A c t i v i d a d e s

21. Calcula el área del triángulo cuyos vértices son los puntos de intersección del plano 2x + y + 3z – 6 = 0 con los
ejes de coordenadas.

22. Calcular el área del triángulo de vértice A’,B’,C’ proyección ortogonal del triángulo de vértices A(1,1,1), B(1,1,2) y
C(1,2,1) sobre el plano x + y + z – 1 = 0.

23. Dados A(1, 0, –2), B(–2, 3, 1) determina la coordenadas de un punto C sobre la recta x = y = z + 3____
2 para que A,B,

y C sean los vértices de un triángulo de área            .

24. Se sabe que los puntos A(1, 0, –1), B(3, 2, 1) y C(–7, 1, 5) son vértices consecutivos de un paralelogramo ABCD.

a) Calcula las coordenadas del punto D.

b) Halla el área del paralelogramo.

25. De los planos paralelos al plano x+y+z–8 = 0, halla los que determinan con los ejes de coordenadas un triángulo
de área 8√ 3⎯⎯ unidades cuadradas.

3 26
2

9
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5. Volúmenes
Volumen de un paralelepípedo

Un paralelepípedo es un prisma de 6 caras. Se trata de un sólido constituido por
6 caras, de modo que las caras opuestas son iguales y paralelas.

Sabemos que el volumen de un paralelepípedo de aristas u→ , v→ y w→ es el valor
absoluto del producto mixto,|det ( u→, v→, w→)|. Si conocemos las coordenadas de
cuatro vértices contiguos del paralelepípedo: A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3) y
D(x4, y4, z4), entonces el volumen viene dado por 

Volumen de un tetraedro

Si en la figura anterior unimos los vértices C con B y D con C y B, obtenemos un
poliedro de cuatro caras triangulares y seis aristas, llamado tetraedro.

En realidad, un tetraedro es una pirámide triangular y sabemos que el  volumen
de una pirámide es:

Volumen pirámide =  1__
3 área de la base · altura

Además conocemos que:

Dado que el volumen del tetraedro debe ser una cantidad positiva, el producto
mixto debe estar en valor absoluto:

La última igualdad es consecuencia de una de las propiedades de los determinantes: al permutar dos filas el
determinante sólo cambia de signo.

Luego el volumen de un tetraedro es igual a la sexta parte del volumen del paralelepípedo construido sobre tres
de sus aristas concurrentes en un vértice.

                                                         Árrea de la base  = 

Y la altura es la proyecci

1
2

AB AC
� �� � ���

×

óón del vector   sobre el vector 

       

AD AB AC
� ��� � �� � ���

×

                                             = altura AD
� ���� � ��� � ��� � ���

⋅ ×cos ( , )

Por lo tanto, el volume

ángulo AD AB AC

nn del tetraedro quedará así:

                                          V · cos ( ,= ⋅ × ⋅1
3

1
2

AB AC AD AD
� �� � ��� � ��� � ���

ángulo AAB AC

AD A

� ��� � ���

� ���

× =

=

)

                               1
6

· BB AC ángulo AD AB AC AD
� �� � ��� � ��� � �� � ��� � ���

× ×( )⎡
⎣

⎤
⎦ =·cos , ·(1

6
AAB AC
� �� � ���

× )

Volumen = =
− − −
− −det( , , )AB AC AD

x x y y z z
x x y y

� �� � ��� � ��� 2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 zz z
x x y y z z

3 1

4 1 4 1 4 1

−
− − −
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C

D

BA

ACAB ×

C

D

B
A

Tetraedro
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10. Calcular el volumen del paralelepípedo cuyas aristas no paralelas son las distancias del origen a los puntos de corte
del plano π: 3x – 3 y + 2z – 6 = 0 con los tres ejes de coordenadas.

Solución: 

Tenemos que hallar las tres aristas que concurren en un vértice. Si tomamos como vértice el origen, las aristas están
formadas por los vectores OA→, OB→ y OC→, siendo A un punto sobre el eje OX, B, sobre el eje OY, y C, sobre el eje
OZ.
Los  puntos del eje OX, tienen y = 0 y z = 0, luego sustituyendo en la ecuación del plano tenemos:

3x – 3 ·0 + 2 ·0 – 6 = 0,   3x – 6 = 0,   x = 6/3 = 2.
El punto A es (2, 0, 0).
Los puntos del eje OY, tienen x =0  y  z =0, luego sustituyendo en la ecuación del plano

3 ·0 – 3y + 2 ·0 – 6 = 0, –3y – 6 = 0, y = –2.
El punto B es (0, –2, 0).
Los puntos del eje OZ tienen x = 0  e  y = 0, luego sustituyendo en la ecuación del plano tenemos:

3 ·0 – 3 ·0 + 2z – 6 = 0, 2z –6 = 0, z = 3.
El punto C es (0, 0, 3).

Las  aristas del paralelepípedo son OA→ = (2, 0, 0), OB→ = (0, -2, 0) y OC→ = (0, 0, 3). El volumen del paralelepípedo
será:

11. Hallar el volumen del tetraedro de vértice (1,1,1) y los puntos en que el plano 2x + 3y + z –12 = 0 corta a los ejes
coordenados.
Solución:
Llamemos A, B y C a los puntos de corte del plano 2x + 3y + z –12 = 0 con los ejes de coordenadas. Procediendo

como en el ejemplo anterior encontramos que son:
A (6, 0, 0) , B (0, 4, 0)  y  C (0, 0,12)

Llamando V al vértice (1,1,1), los vectores VA→ = (5, –1, –1), VB→ = (–1, 3, -1)  y VB→ = (–1, –1, –11) son tres aristas
que concurren en V; y por tanto el volumen del tetraedro será:

V  unidade= ( ) =
− −

− −
− −

=1
6

1
6

5 1 1
1 3 1
1 1 11

137
6

det , ,VA VB VC
��� � �� � ��

ss cúbicas.

Volumen = ( ) = − =det , ,OA OB OC
� �� � �� � ��� 2 0 0

0 2 0
0 0 3

12 unidades cúbiicas.

26. Hallar el volumen del tetraedro de vértices (2,2,2), (1,0,0), (0,1,0), (1,0,1).
27. Calcular el área y volumen del tetraedro determinado por los puntos (0, a, a), (a, 0, a),(a, a, 0),(a, a, a).

A c t i v i d a d e s
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6. Lugares geométricos
Un lugar geométrico del espacio es un conjunto de puntos de R 3 que cumple ciertas propiedades geométricas.

Estudiaremos algunos lugares geométricos sencillos en los siguientes ejemplos.

E j e m p l oE j e m p l

12. Hallar el lugar geométrico de los puntos  del espacio que equidistan de los puntos A(3, 4, –1) y B(2, –3, 5).

Solución: 

Los puntos P(x, y, z) del lugar geométrico equidistan de A y B, luego

d(P, A) = d(P, B)

Elevando al cuadrado, desarrollando y reduciendo términos se obtiene: 

–2x – 14y + 12z – 12 = 0

Dividiendo por –2, llegamos al plano: 

x +7y –6z +6=0.

Este plano se llama plano mediador del segmento AB, y es plano que divide perpendicularmente al segmento en
dos partes iguales.

Es obvio que obtendremos el mismo resultado si buscamos la ecuación del plano que tiene como vector normal AB→ 

y pasa por el punto medio del segmento AB, MAB=                  .

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos 

π1: 5x + 2y – 3z + 4 = 0  y  π2: 4x – y + z –1 = 0.

Solución:

Los planos π1 y π2 se cortan determinando cuatro ángulos diedros, de otro modo los vectores normales n→1 = (5, 2, –3)  y
n→2 = (4, –1, 1) serían proporcionales, es decir, paralelos, pero  no es el caso.

Sean P(x, y, z) los puntos del lugar buscado, entonces se cumplirá que d(P,π1) = d(P,π2):

Y como se trata de un valor absoluto resultan dos planos:

                                                         
5xx y z x y z+ − +

+ +
=

− + −
+ +

2 3 4
25 4 9

4 1
16 1 1

                                                      

Y como s

5 2 3 4 38
18

4 1x y z x y z+ − + = − + −

ee trata de un valor absoluto resultan dos planos:

5
2

1
2

4
2

, ,⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x y z x y z−( ) + −( ) + +( ) = −( ) + +( ) + −( )3 4 1 2 3 52 2 2 2 2 2

o s
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Se trata, por tanto, de dos planos perpendiculares que dividen a los cuatro diedros en dos partes iguales y a los que
se denomina planos bisectores.

                                                      5 2 3 4x y z+ − + = + 119
3

4 1x y z− + −( )  

                                                      

Escritos de otra forma

5 2 3 4 19
3

4 1x y z x y z+ − + = − − + −( )
,, resulta

                                    5 4 19
3

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟ + +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + − −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + + =x y z2 19

3
3 19

3
4 19

3
0

                                     5 4 19
3

2 19
3

3 19+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + − +x y

33
4 19

3
0

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + − =z

Es fácil comprobar que

                               5 4 19
3

2 19
3

3 19
3

5 4 19
3

2 19
3

3− + − −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + − − +, , · , , 119

3
0

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

28. Hallar el lugar geométrico de los puntos P que determinan con A = (1,0,0) , B = (0,1,0) y C = (0,0,1) un tetraedro
de volumen  1__

6 .

29. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan del origen y del punto P(3,–5,6).

30. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos x–y+z+6 = 0 y 2x–3y–3z+1 =0.

31. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan 3 unidades del plano 2x + y – 2z + 1 = 0.

32. Hallar el lugar geométrico de los puntos que están a igual distancia de los 3 planos siguientes: π1: x – y + 4 = 0,
π2: x – y – 2 = 0  y  π3: x – 4y + z = 0. 

A c t i v i d a d e s
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R e c u e r d a

El ángulo  que forman las dos rectas  y  es igual o supα r s llementario al ángulo que forman sus vectores de 

dirección,, se calcula

El ángulo  qu

cos cos ( , )α

α

= =
⋅

ángulo u v
u v

u v

� �
� �

� �

ee forman dos planos secantes,  y , es igual

 o supleme

1 2π π

nntario al que determinan los vectores normales:

                            

El 

cos cos ( , )α = =
⋅

ángulo n n
n n
n n

� �
� �
� �1 2

1 2

1 2

áángulo  de una recta  y un plano  se calcula de la fórα πr mmula:

                             sen ángulo v n
v

α = ( ) =cos ,
� �

�� �

� �
⋅

⋅

( )

n

v n

A x y z B xLa distancia entre dos puntos,  y  1 1 1, , 22 2 2, ,y z

AB

( ) , 

es el módulo del vector , entonces

       

� ��

             

La dis

d A B AB x x y y z z( , ) ( ) ( ) ( )= = − + − + −
� ��

2 1
2

2 1
2

2 1
2

ttancia de un punto P a una recta r es:

                                                          d P r
v AP

v
( , ) =

×
� � ���

�

�

�

�

�

�
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La distancia de un punto  a un plano :

                  

P π

                              

La dis

d P
ax by cz d

n
( , )π =

+ + +1 1 1�

ttancia entre dos rectas,  y , que se cruzan:

           

r s

                                   d r s
v w AB

( , )
det , ,

=
(� �� � �� ))

×v w
� ��  

 

El área de un paralelogramo de vértices consecutiivos  es:

                          

ABCD

Área del paralelogrramo    

El área de un triángulo  es:

  

ABCD AB AD

ABC

= ×
� �� � ���

                             Área del triángulo ABC AB= 1
2

� ��
×× AC

� ���

El volumen de un paralelepípedo del que conocemos ccuatro vértices contiguos es:

              Volumen = det(AB
�� �� � ��� � ���

, , )AC AD

x x y y z z

x x y y z z

x x y

=

− − −

− − −

− −

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

4 1 4 yy z z

A B C

1 4 1−

   

El volumen del tetraedro de vértices    y , , DD

AD AB AC AD AB AC

 es:

V = ⋅ × =1
6

1
6

� ��� � �� � ��� � ��� � �� � ���
( ) det( , , ) == 1

6
det( , , )AB AC AD

� �� � ��� � ���
  

�

�

�

�

�

�
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Límite y continuidad de
funciones7

UNIDAD

n esta Unidad  vamos a  fundamentar las nociones de
límite y de continuidad, siguiendo los pasos marcados
por Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 – 1897).

Para utilizar la definición de límite con rigor hacen falta
algunas nociones previas sobre la recta real y el valor absoluto,
que usaremos en los teoremas que aparecen en la Unidad. Se
demuestran los casos más sencillos del álgebra o reglas  para
el cálculo de límites.  

También se amplía el abanico de indeterminaciones
calculables con la introducción de la Regla de L’Hôpital, cuya
justificación veremos en la Unidad 8, tomar logaritmos
neperianos (indeterminaciones 1∞, 00, ∞0) y el número e (indeter-
minación 1∞). El alumnado puede calcular la gran mayoría de
los límites que puedan aparecerle con posterioridad. 

Introducimos la Regla de L’Hôpital, sin esperar a la derivada,
para agrupar todos los procedimientos más habituales usados
para el cálculo de límites. Además, aunque la derivada ya es
conocida de Primero de Bachillerato, la estudiaremos con más
profundidad en la Unidad siguiente, a la que remitimos en caso de tener alguna duda.

Retomamos la continuidad, su estudio en diferentes casos y hacemos hincapié en la relación
entre continuidad, signo y acotación. Se demuestran 3 teoremas importantes (de Bolzano, de los
valores intermedios y de Weierstrass), junto con otros de menor entidad, sencillos de entender,
y usados a menudo en el Análisis Matemático.

El límite permite fundamentar la idea no sólo de continuidad sino también de discontinuidad.
A raíz de las discontinuidades de salto infinito, surge la noción de asíntota vertical.  El límite en
±∞ conduce a las asíntotas horizontales y oblicuas. No sólo es importante saber calcular las
ecuaciones de las asíntotas, sino conocer cómo se aproxima la función a ellas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Conocer la definición de límite y su uso.

2. Mejorar el cálculo de límites, resolviendo las indeterminaciones existentes.

3. Estudiar la continuidad de una función.

4. Utilizar teoremas derivados del concepto de continuidad.

5. Obtener las asíntotas de una función.

6. Estudiar cómo se aproxima una función a sus asíntotas.

E

● Karl T. W. Weierstrass 
(Wikipedia.org. Dominio Público)
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Límites de una función

Límites de una función en un punto Límites de una función en ±∞

Continuidad
Teorema de Bolzano
Teorema de los valores intermedios
Teorema de Weierstrass

Acotaciones 
Límite finito
Asíntota Horizontal
y = k   H ↔ k = lim f(x)

x→±∞

Asíntota oblicua

límites infinitos
y  = mx+nobNo Acotación 

Discontinuidad inevitable de 
salto infinito
Asíntota vertical
x = a  lim f(x) =↔ ± ∞

Indeterminaciones
Regla de L’Hôpital

x a→
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1. Límites de una función

1.1. Conceptos previos
Antes de  definir el límite de una función en un punto necesitamos refrescar y aprender algunos conceptos sobre

la recta real:

● En la recta no hay huecos entre puntos ( o números reales) y cualquier intervalo (a, b), con a < b, contiene
infinitos elementos o puntos. Recuerda que (a, b) = {x ∈ R / a < x < b}. 

Piensa en el intervalo (0,1;0,2). Al número 0,1 podemos añadirle un 1 a su derecha y tendríamos 0,11.
A éste le podemos añadir otro 1 (u otra cifra) y tendremos 0,111 y así sucesivamente. Se rellenan todos
los huecos que pudieran quedar entre dos números, pues podemos escribir cualquier cifra a continuación
de la última y proseguir así indefinidamente. Por lo tanto, hay infinitos números reales entre 0,1 y 0,2.

● Dada la sucesión de intervalos cerrados y encajados sn = [an, bn] , con , 
la intersección de todos estos intervalos es otro intervalo [a, b], con  y                   :

Si                          , el intervalo queda reducido a un punto. Esta propiedad es la que nos obliga a usar inter-

valos cerrados, que siempre llevan la igualdad.

Esto es lo que ocurre con FG 2 :  

Sabemos que está en la recta real (para representarlo usamos el teorema de
Pitágoras, construyendo un triángulo rectángulo de catetos iguales entre sí e iguales
a 1). Para usarlo en los cálculos hay que determinar su valor decimal. Una primera
aproximación da 1 ≤FG 2  ≤ 2; una segunda 1,4 ≤FG 2  ≤ 1,5; una tercera 1,41 ≤FG 2  ≤ 1,42;
una cuarta 1,414 ≤FG 2  ≤ 1,415 y así hasta conseguir infinitas cifras decimales no
periódicas. Si representamos nuestras aproximaciones como intervalos, tendremos la
sucesión de intervalos encajados [1,2], [1,4;1,5], [1,41;1,42], [1,414;1,415]... de límite
FG 2 . Los extremos inferiores forman una sucesión monótona creciente (1 < 1,4 < 1,14

< 1,414 <...)  mientras que los extremos superiores forman una sucesión monótona decreciente (2 > 1,5 > 1,42 >
1,415 >...). Esto es lógico si queremos mejorar nuestra aproximación al valor decimal de FG 2 . Hemos encajado
un número irracional (FG 2 ), entre números racionales (sus aproximaciones).

● La distancia entre dos puntos a y b de la recta real vale dist (a, b) = | a – b |. Gracias al valor absoluto se

verifica que dist (a,b) = dist (b,a) . Recordemos que                                                                             . A continua-

ción vienen algunas propiedades y definiciones importantes en las que aparece dicho valor absoluto:

x
x si x

x si x
x a

x a si x a
x a si x a

=
− <

≥
⎧
⎨
⎩

⇒ − =
− + <
− ≥

⎧
⎨
⎩

,
,

,
,

0
0

lim lim
n n n na b
→∞ →∞

=

2a 3a na a b1a nb
3b 2b 1b

… … … …

s s s s a bn i
i

1 2
1

∩ ∩…∩ ∩… ∩= = [ ]
=

∞

,
b b

n n=
→∞
lima a

n n=
→∞
lim

a a a b b bn n n1 2 1 1≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤−... … …
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○ La desigualdad triangular |a + b| ≤ |a| + |b|. Si a y b tienen el mismo signo se verifica la igualdad, pues
se suman ambos valores y se pone el signo común (que el valor absoluto transformará en positivo). Si
tienen signos distintos se restarán, con lo que se verificará la desigualdad.

○ La inecuación |x – b| < c se resuelve de la siguiente manera: 

Su interpretación geométrica lleva al concepto de entorno de un punto b de radio r
E(b,r) = {x∈R / b – r < x < b + r } = {x∈R / |x – b|< r }. El entorno es reducido cuando se excluye el punto:
E*(b,r) = E(b,r) – {b} = {x∈R / 0 < |x – b|< r }. Observa que al escribir 0 < |x – b|, b no cumple la inecuación, 
pues quedaría 0 < 0, que es falso.

○ |a·b| = |a|·|b|. Puedes comprobarlo usando en la regla de los signos.

● Las cotas son conceptos importantes. Se dice que un número real M es una cota superior de un conjunto
A ⊂ � si  a ≤ M, ∀a ∈A. Es decir, todos lo elementos de A son menores o a lo sumo iguales a M. Si un
conjunto tiene una cota superior se dice que está acotada superiormente. Un número real N es una cota
inferior de A si a ≥ N, ∀a ∈A. Si un conjunto tiene una cota inferior se dice que está acotada inferiormente.
Un conjunto que está acotado superior e inferiormente se dice que está acotado. A la menor de las cotas
superiores se le llama extremo superior o supremo (máximo si pertenece al conjunto A) y a la mayor de
la cotas inferiores se le llama extremo inferior o ínfimo (mínimo si pertenece al conjunto).

1.2. Límite de una función en un punto
Hay tres resultados posibles para el valor del límite de una función en

un punto: que sea finito (normalmente se denomina l ), ∞ o -∞. Estos
dos últimos no son valores, sino la forma de representar el hecho de
que la función no está acotada en el punto.

a) Límite finito 

De forma poco rigurosa, decimos que l es el límite de f cuando x tiende
a p cuando los valores que toma la función f se aproximan a l al acercase
x al punto p. Se escribe lim

x →p
f (x) = I. En esta definición intuitiva parece que

la condición la impone que x se acerque p, pero lo que interesa es que f
se acerque a su límite. Por ello, la definición de límite es: el límite de f cuando x tiende a p es l si y sólo si para todo
ε (épsilon) positivo existe un δ (delta) positivo tal que si 0 <|x – p|<δ entonces |f (x) – I| <ε, es decir, 

La condición la pone ε y hay que encontrar un δ, relacionado con ε, de modo que δ disminuya al disminuir ε.
Así, demostrar que un número l es el límite de una función f en un punto p es encontrar una relación entre δ  y ε,
mediante las dos inecuaciones que aparecen en la definición.

lim ( ) .
x p

f x l x p f x l
→

= ⇔ ∀ > ∃ > < − < ⇒ ( ) − <ε δ δ ε0 0 0tal que si

b

r

x b+rb-r

E(b,r)

b

r

x b+rb-r

E*(b,r)

x b c
x b c x b c x b c

x b c x b c
b c x b c x b− < ⇒

− + < ⇒ − > − ⇒ > −
− < ⇒ < +

⎫
⎬
⎭

⇒ − < < +
⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ ∈ −− +( )c b c,

p

l

δδ

ε
ε f

)x(fliml
px→

=
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Podemos rescribir la definición usando entornos. La función f tiene que estar en un E (I,ε) y x en un  E* (p,δ )
(x no puede tomar el valor del punto p, pues al sustituir x por p en la definición queda 0 < |p – p|< δ ⇒ 0 < 0, que 
es falso). La definición queda así: .lim * , ,

x p
f x l tal que si x E p entonces f x E l

→
( ) = ⇔ ∀ > ∃ > ∈ ( ) ( )∈ ( )ε δ δ ε0 0

E j e m p l o sE j e m p l o s

1. Usando la definición demuestra que:
Solución: 

2. Usando la definición demuestra que: 

Solución: 

a)  lím  tal que si 
x x

x
x

x
x→−

= − ⇔ ∀ > ∃ > < + < ⇒ + < ⇒ + <
1

1 1 0 0 0 1 1 1 1
ε δ δ ε ε .. Tenemos 0 1

1 1
1 1 1

< + < ⇒

⇒ + < ⇒ < −
− − < ⇒ > − −

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
⇒ − +( ) <

x

x x
x x

δ

δ δ
δ δ

δ xx
x x

x
x

< − −( )⇒ −
−

< < −
+

⇒
+

< <
−

⇒

⇒ + <
−

= ⇒ = −

( )
1 1

1
1 1

1
1

1
1 1

1
1

1

1

δ
δ δ δ δ

δ
δ

ε δ ε εεδ δ ε ε δ
ε

ε
⇒ +( ) = ⇒ =

+
1

1
. La relación (1) es fácil de ver si pieensas que

. − < < − ⇒ − < < − ⇒ < <11 0 9 1
0 9

1 1
11

1
11

1 1
0 9

, ,
, , , ,

lim

x
x x

b)  
xx

x x x
→

+ = ⇔ ∀ > ∃ > < < + − <
0

4 2 0 0 0 4 2ε δ δ ε tal que si  entonces .

Usamoss que . Para comprobarla elevamos ambos miembros aa b a b+ ≤ + ll cuadrado:

 ;  y 

a b

a b a b a a b b a b a b

+( ) =

= + +( ) = + ⋅ + ⇒ +( ) ≤ +( )

2

2 2 2
2 dde aquí el primer resultado. Para  

 evitar raíces de númerros negativos (  puede ser positivo aunque alguno sea na b+ eegativo), se utilizan a la dere-
 cha los valores absolutoss. Tendremos:  .x x x+ − ≤ + − ≤ < = ⇒ =4 2 4 2 2δ ε δ ε

a)  b)  lím lím
x xx

x
→− →

= − + =
1 0

1 1 4 2; .

a)  lím  tal que si  entonces 
x

x x
→

−( ) = − ⇔ ∀ > ∃ > < − <
1

2 3 1 0 0 0 1 2ε δ δ xx − + <3 1 ε

δ ε

. Hay que encontrar una relación 

entre  y . La 2ªª inecuación se convierte en  toma2 2 2 1 2 1 2x x x− = −( ) = ⋅ − < = ⇒δ ε nndo  queda demos

trado el límite. Así, si  los

δ ε

ε

=

= −
2

10 5 ,   valores de  que hacen que la función verifique que x − −1 100 1 10
1 5 10 1 5

5 5

6

− −

−

< ( ) < − +
− ⋅ < < + ⋅

f x
x

, ve
rifican a su vez que 110 1 106 5− −≠ =, .  Es decir, si queremos una precisión de  x ε   en la función, es
necesaria una precisión de en δ = ⋅ −5 10 6 lla variable independiente. Por ejemplo, − <1 00001 1 00000, ,f 001

0 9999998 0 99999 1 10 1 000017

( ) =
= − < − = +( )−, , ,x f mientras que (( ) = − /< − = +( )

−( ) = ⇔ ∀ > ∃

−

→

0 99998 0 99999 1 10
5 4 0

5

3

2

, , x

x
x

.
límb)  ε δ >> < − < − − < < −0 0 3 5 4 0 32tal que si  entonces . Se parte de x x xδ ε <<

− = +( ) −( ) = + ⋅ −

δ  y se 

opera  . 
El primer valor a

x x x x x2 9 3 3 3 3
bbsoluto verifica  ; el 2º estáx x x x+ ≤ − + + ≤ − + = − + ≤ +3 3 3 3 3 6 3 6 6δ   acotado por . Así,  

La ecuación 
δ

δ δ εx x x2 9 3 3 6− = + ⋅ − ≤ +( ) = ⇒ δδ δ ε δ ε2 6 9 3+ = = + −  tiene como solución positiva , que e
la rrelación buscada. 
En ambos casos, si disminuye  también ε llo hace . 
Si tomamos  , los valores de  que hacen

δ
ε = −10 3 x   que la función verifique que , verific4 10 4 103 3− < ( ) < +− −f x aan a su 

vez que , . Por ejemp3 1 6710 3 1 6710 34 4− < < + ≠− −, · , ·x x llo,   pero f f3 1 510 4 000900023 4 001 3 210
4

4 4+( ) = < +( )
=

− −, · , , ·
,000120004 4 001> , .

a)  b)  lím lím
x x

x x
→ →

−( ) = − −( ) =
1 3

22 3 1 5 4;
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Observa que:

● La definición no proporciona un método para calcular límites, sino que nos asegura que, de haberlo calculado
bien, el resultado es correcto. Por ello, la definición la usaremos únicamente para demostrar alguna de las
reglas empleadas en el cálculo de límites.

● En todos los ejemplos se cumple que lim
x →a

f (x) = f(a). Esto es así porque todas son funciones continuas,
que para serlo deben verificar esa igualdad. Habitualmente tratamos con funciones continuas (las que pueden
presentar discontinuidades, como las definidas a trozos, las definidas como cocientes y los logaritmos,
suelen ser continuas fuera de los puntos problemáticos). Así, podemos usar el resultado  siempre que
sepamos que la función es continua.

b) Límite infinito 

Si la función  no está acotada superiormente en el punto, se dice que lim
x →a

f (x) = ∞. Esto es, al acercarse
x al punto p, la función aumenta cada vez más su valor, sin nada que la pare. La definición es: 

Fijamos una cota superior M. La función f supera ese valor al aproximarse x a p, por lo que M ya
no es cota superior. Como esto sucede para cualquier valor de M, f no tiene cota superior en el punto p.

c) Límite menos infinito

Si la función no está acotada inferiormente se dice que  lim
x →a

f (x) = –∞, esto es: 

Se fija una cota inferior N, esta cota queda por encima de la función f al aproximarse x a p. Ya no
es cota inferior; y como esto sucede para cualquier valor de N, la función f no está acotada inferiormente. 

La no acotación de la función (discontinuidad inevitable de salto infinito) se presenta en los puntos en los
que el denominador se anula y no el numerador o donde el argumento del logaritmo se hace cero. En el primer
caso (fracciones algebraicas o funciones definidas como cocientes) los límites laterales suelen ser distintos, mientras

lim , ,
x p

f x N N R tal que si x p entonces f x
→

( ) = −∞ ⇔ ∀ < ∈ ∃ > < − <0 0 0δ δ      (( ) < N.

lim , ,
x p

f x M M R tal que si x p entonces f x
→

( ) = ∞ ⇔ ∀ > ∈ ∃ > < − < (0 0 0δ δ      )) > M.

E j e m p l o sE j e m p l o s

3. a)  b)   Calcula los límites siguientes: lím
x

x
→

−( )
5

2 20 ; llím

 lím

x x

x

x

senx e

Solución

x

→ →−

+

→

−( )

−

π
2

3

4

5

2

3 2

2

; lim .

:

c)  

a)  00 5 20 5 3 2 3
2

2 3 2 12

2

( ) = − = −( ) = − = − =
→ →

; ; limb)  c)  lím
x x

senx sen
π

π
−−

+ − += =
3

4 3 4e e ex .

li4. a)   Calcula los siguientes límites: mm ln ; lim cos ; lim .
x x x

x x tg x

Soluc

→ → →
−( ) +( ) +( )

5
4

24 5 7 1b)  c)  
π π

iión

x x
x x

:

lim ln ln ; lim cos cos a)  b)  
→ →

−( ) = −( ) = +( ) =
5

4 5 4 0 5 7 5
π

ππ
π

π
+ = − + = +( ) = + = + =

→
7 5 7 2 1 1

4
1 1 2

4

2 2; limc)  
x

tg x tg

M

p

N

p
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que las funciones logarítmicas sólo tienen un límite lateral (para el otro el argumento
es negativo, no existe el logaritmo y lógicamente carece de límite) 

Por las razones precedentes, cuando aparece una división de un número no
nulo entre cero hay que calcular los límites laterales. Nunca existirá el límite en el
punto, pues la función siempre tendrá una discontinuidad inevitable de salto infinito,
es decir, una asíntota vertical de ecuación x = p.
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Fracción

Función
logarítmica

p

M

N

p

N

E j e m p l o sE j e m p l o s

5.  a) b)Calcula los siguientes límites:  lím ;    
x

x
x→

+
−3

4
3

llím ;    lím .

 

  lím

x x
x

x

x e

x
x

→ →

→

−( )

+
−

4

2

0

1

3

16

4

ln c)

a)

Solución :

33
7
0

4
3

7
0

4
3

7
0

3

3

= ⇒

+
−

= = −∞

+
−

= = ∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

→ −

→ +

−

+

lím

lím
 Si x

x

x
x
x
x

.

.
eel denominador es cero,  para calcular los límites lateralles, cuando  

 tiende a 3 por la derecha (x 3 )  y cuando+x →   x tiende a 3 por la izquierda (x 3 ), lo único que hay q-→ uue ave-
riguar es el signo de la fracción cerca del punto.

bb)  lím
lím

límx

x

x

x
x

x→

→

→

−( ) = ⇒
/∃ −( )

−(
−

+

4

2 4

2

4

2
16 0

16

16
ln ln

ln

ln )) = −∞

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
− < <

= ⇒
=

→

→ −

, .pues si

   lím
lím

x x

e e
e

x
x x

x

2

0

1 1
0 0

1

16 0 4

c)
ee e

e

e e e
x

x

1
0

0

1 1
0

1 0−

+

+

= = =

= = = ∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

−∞
∞

→

∞

.

.lím
 La función expponencial cambia su comportamiento debido a 

 la influenciaa que tiene el cambio de signo del exponente.

 Calcula: 6. aa) b) c) ;    ;    lim lim ln lim ln
x x x

x
x

x x
→ → →−

−
−( )

− +( )
2 2 5 1

5
2

5 1 22

2 2
5
2

3
0

.

  : al ser el denomi

Solución : 

a) lim
x

x
x→ +

−
−( )

= − = −∞ nnador un cuadrado, siempre será positivo, por lo que no haay que cal-

 cular los límites laterales.
  b) lim ln

x
x

→
− = −

5
5 ∞∞: debido al valor absoluto, el argumento siempre se acercca por la derecha a cero.

  : al ser ec) lim ln
x

x
→−

+( ) = −∞
1

21 ll argumento un cuadrado siempre se acerca por la derecha aa cero.

Dada  

si

si7. f x

x
x

x

e x

x

x( )

,

,
ln

=

+
+

< −

− ≤ ≤

−( )
+

2

1
1

2

1
1

1

1 1
1 ,,

( ) ( )
si

,  calcula lím  y lím .
x

f x f x
x x

>

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

→− →−

1
1 1
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1.3. Límites en el infinito y en el menos infinito
También aquí pueden darse varios casos:

I. Que la función se acerque a un valor finito, que puede ser distinto en ∞ y en –∞. Si el valor es el mismo
en ambos casos, se escribe lim

x → ±∞f (x) = k. Este valor nos da la ecuación de la asíntota horizontal de la función
yH = k.

¿Cómo indicar que f tiene un límite finito cuando x tiende a ∞ o –∞? Recordando la definición de límite de
una sucesión                                                                                                           , podemos escribir el

límite de la función cuando x tiende a ±∞:

●

La tendencia a infinito se indica haciendo x0 positivo (pues pertenece a �+).

●

Recuerda la relación de orden para los números negativos.

II. Que la función no esté acotada superiormente lim
x → ±∞f (x) = ∞ o inferiormente  lim

x → ±∞f (x) = –∞. Igual que en
el primer caso, los límites de la función pueden variar de ∞ a –∞. La función no tiene asíntota horizontal.

Las definiciones serán ahora:

lim , ,
x

f x l x R x x x f x
→−∞

( ) = ⇔ ∀ > ∃ ∈ < < (ε 0 00 0 0 tal que si  entonces )) − <l ε .

lim
x

f x l x R x x f x l
→∞

+( ) = ⇔ ∀ > ∃ ∈ > ( )− <ε ε0 0 0 tal que si  entonces .

( lim )
n n na l n N n n a l
→∞

= ⇔ ∀ > ∃ ∈ > − <ε ε0 0 0 tal que si  entonces 

Soluciión :  
Hay que calcular los límites donde la función cambiaa de definición, por lo que hallamos directamente los límiites 

laterales: lím lím lím
x x x

f x x
x→− →− − →− −

= +
+

= = −∞
1 1

2 1
1

2
0

( ) ;
−− →−

+ ∞
+ +

= = = ∞
1 1

1
1f x e e

x
x( ) .lím

Hay que seguir con los  límitess laterales, pues son necesarios para averiguar el signo ddel cociente.

lím lím  ;  lím
x x

x
x

f x e e e f x
→ →

+

→− +
= = =

1 1

1
1

1
2

1
( ) ( ) == −( ) = −∞

→ +
lím

Arriba está la gráfica de la función 
x

x
1

2 1ln .

een los puntos en los que hemos calculado los límites.

U8. ssando la definición, demuestra que  .

Solución

lim
x

x
x→

+ = ∞
0

1

::    

 tal que si  entonceslim , ,
x o

x
x

M M R x
→

+ = ∞ ⇔ ∀ > ∈ ∃ > < <1 0 0 0δ δ   

. Así, si 

x
x

M x M x

x x M M
M

+ < ⇒ + < ⋅ ⇒

⇒ + ≤ + < + < ⇒ < −( )⇒ >
−

1 1

1 1 1 1 1 1
1

δ δ δ δ   

.

M

f

= = ⋅ ⇒

⇒ ⋅( ) = >

−

−

1000 1 001 10

0 9 10 1112 1 1000

3

3

, ,

, ,

δ

-1 1
e
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●

●

Intenta escribir las definiciones para los dos límites que faltan (lim
x →  ∞ f (x) = –∞ y lim

x → - ∞f (x) =∞). Gráficamente
se puede representar de las siguientes maneras:

Dejando ya aparte la definición, y como interesa que podamos efectuar cálculos, debes recordar los siguientes
resultados de los límites en ±∞:

1) Si r

x Por ejemplo x

x si r es par
x

r

x

x

r

> ⇒

= ∞ = ∞

= ∞
→∞ →∞

→−∞
0

3lím lím

lím

. ,

. PPor ejemplo x

lím x si r es impar Por ejemplo
x

x

r

,

. ,

lím

l
→−∞

→−∞

= ∞

= −∞

4

íím

lím lím

x

x r x

x

x
Por ejemplo

x

→−∞

→±∞ →±∞

= −∞

= =

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

5

1 0 1 0. ,

( ) kxflim
x

=
∞→

k

∞=
∞→

)x(flim
x

x0

M

x

( )xf x

( )xf

N

( ) −∞=
−∞→

xflim
x

x0

lim .
x

f x M R x R x x f x M
→∞

+ +( ) = ∞ ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ > ⇒ ( ) >0 0 tal que si 

lim , , , ,
x

f x N R N x R x x x f x N
→−∞

( ) = −∞ ⇔ ∀ ∈ < ∃ ∈ < < ⇒ ( ) <0 00 0 0 tal que si ..

E j e m p l o sE j e m p l o s

9. Demuestra que .lim

:

lim

x

x

x
x

Solución
x
x

→−∞

→−∞

+
−

=

+
−

= ⇔ ∀

1
1

1

1
1

1 εε ε ε ε> ∃ ∈ < < ⇒ +
−

− < ⇒
−

=
−

< ⇒ <0 0 1
1

1 2
1

2
1

20 0 0x R x x x x
x x x

x,  tal que si −− ⇒

⇒ − > − + > ⇒ −

1

1 2 1 2 1x x x x
ε ε

.  Como  ha de ser negativa, queda << − ⇒ < − ⇒ = −

= = − ⋅−

2 1 2 1 2

10 2 10

0

10
0

10
ε ε ε

ε

x x

x

. Si  

, . Es decir, sii queremos que el valor de la función  difiera de 1 en mf eenos de , 
 ha de ser menor que .

Dem

ε =

= − ⋅

−10
2 10

10

0
10x x

10. uuestra que .

 tal

lim

lim

x

x

x

x

e

e x R

→∞

−

→∞

− +

=

= ⇔ ∀ > ∃ ∈

0

0 0 0

Solución :

ε   que si  Al ser la exponencial positiva: x x e ex x> ⇒ < ⇒ <− −
0 ε ε .. Para des-

pejar , se toman logaritmos neperianos en ambx oos miembros: . Si , 
 

− < ⇒ > − ⇒ = − =

=

−x x x
x

ln ln ln
,

ε ε ε ε0
20

0

10
46 0522 10 20. Esto es, para que  difiera de 0 en menos de , f ε = − xx x ha de ser mayor que .0 46 052= ,
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2) Cuando se trata de polinomios, el comportamiento en ∞ ó –∞ viene dado por su monomio de mayor grado,
siendo despreciables los demás términos.

1.4. Cálculo de límites
Para calcular límites necesitamos conocer el Álgebra de límites:

● :                                       el límite de una suma o resta de funciones es la suma o resta 

de los límites.

● :                             el límite de un producto de funciones es el producto de los límites. 

● : el límite de una constante por una función es igual a la constante por el límite

de la función.

●                                                                : el límite de un cociente de funciones es el cociente de los límites.

Cuando                    se pueden presentar dos casos:

a) Que  se toman límites laterales. Se obtendrá ∞ ó –∞ dependiendo de los
.          

signos.

b) Que  cualquier número es válido. Se trata de una indeterminación, que

resolveremos un poco más adelante.

● : el límite de una función elevada a otra es igual al límite de la base 

elevada al límite del exponente.

Como ejemplo, a continuación demostramos las dos primeras fórmulas.

Demostración           :

lím lím
x a x a

f x
f x
g x→ →

( ) = ⇒
( )
( )

= ⇒0 0
0

lim
x a

g x
→

( ) = 0

lím lím lím
x a x a x a

f g x f x g x
→ → →

⋅( )( ) = ( ) ⋅ ( )

lím lím lím
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

( ) ± ( )( ) = ( ) ± ( )

lím lím
lím

x a

g x

x a

g x
f x f x x a

→ →
( ) = ( ) →( ) ( )( ) ( )

lím lím
x a x a

f x
f x
g x

k
→ →

( ) ≠ ⇒
( )
( )

= ⇒0
0

lím
lím

lím
lím

x a
x a

x a
x a

f
g

x
f x

g x
g x

→

→

→
→

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟( ) = ≠

( )

( )
, ( ) 0

lím lím
x a x a

k f x k f x
→ →

( )⎡⎣ ⎤⎦ = ( )· ·

lím lím lím
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

( ) ± ( )( ) = ( ) ± ( )

lím lím  porque 
x x

x x x x x
x

x
x→∞ →∞

− + −( ) ≈4 7 25 1000 4 10005 3 2 5
3

5

2

5, , ,
xx

x

e e e
x

x

x

x

x

x

x

5 0

1

→ →∞

= ∞ = =
→∞ →−∞ →∞

−

→∞

 cuando 

3) lím  lím lím lím

.

,
ee

x

x

x

x

x x

=

= ∞
→∞

→−∞

0.

ln .

ln ,

4) lím

5) No podemos calcular lím  lím
→→±∞ →±∞ →±∞

→ →
( ) ≤ ( )

sen x x tg x

g x f x
x x

x a x a

, cos , .

lim lim

 lím  lím

6) 1 ≤≤ ( ) ( ) = ( ) = ⇒ ( ) =
→ → → →

lim lim lim lim
x a x a x a x a

g x g x g x l f x l2 1 2 y 



Estas fórmulas sirven también para ±∞, como todo lo que se diga a continuación. Para no alargar la Unidad,
sólo escribiremos lim

x →a 
f (x). Cuando los límites son finitos no hay más que operar y cuando son infinitos hay que

usar las reglas para manejar los infinitos que vimos en primero. 

1.5. Indeterminaciones
El cálculo de límites que no son indeterminaciones es una trivialidad (se sustituye y se opera). La aparición

de algún ∞ o de algún 0 (cero) en determinados lugares puede convertir el límite en una indeterminación. Conocemos

También lo son 0·∞, 1∞, 00, ∞0. Salvo 00, todas las indeterminaciones se deben a que ∞ no es 

un número y, por lo tanto, no se puede operar como tal. Como 0a = 0 y a0 = 1, no sabemos qué valor dar a 00. Éstas
son las 7 indeterminaciones posibles.

Para  resolver estas 7 indeterminaciones necesitamos alguna herramienta más potente que la división por el método
de Ruffini, que sólo sirve para polinomios, o el conjugado, válido cuando hay raíces cuadradas. Esta herramienta se
llama Regla de L’Hôpital y consiste en cambiar, en un cociente, el numerador y el denominador por sus respectivas
derivadas, y calcular a continuación el límite. Si de nuevo sale una indeterminación se procede de forma análoga hasta
que ésta desaparezca. Por supuesto, deben existir las derivadas de f y de g, que es lo habitual.

Puede enunciarse así: Si lim ( )
( )

lim ( )
( )

lim '( )
x a x a x a

f x
g x

f x
g x

f x
→ → →

= ∞
∞

=0
0

 ó  entonces 
gg x'( )

.

0
0

, , .∞
∞

∞−∞
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Suponggamos que lím  (  tal que si  en
x a

f x l x a
→

= ∀ > ∃ > < − <( ) ε δ δ1 1 10 0 0 ttonces ) y que

lím  (  tal que s

f x l

g x k
x a

( ) − <

= ∀ > ∃ >
→

ε

ε δ

1

2 20 0( ) ii ). Hay que demostrar que 

 tal

0 0

0

2 2< − < ⇒ ( )− < ∀ >

∃ >

x a g x kδ ε ε

δ   que si . Usando la desigualdad 0 < − < ⇒ ( )+ ( ) − +( ) <x a f x g x l kδ ε ttriangular se tiene: 

f x g x l k f x l g x k f x( ) + ( ) − +( ) < ⇒ ( )− + ( )− ≤ ( )ε −− + ( )− < + ⇒ = +

= ( )
l g x k

máx

ε ε ε ε ε

δ δ δ
1 2 1 2

1 2

 tomando  

y  queda dem, oostrada la regla.

Demostración  lím lím lím :

Se usan
x a x a x a

f g x f x g x
→ → →

⋅( )( ) = ( )⋅ ( )
  los presupuestos anteriores. Hay que demostrar que ∀ > ∃ε 0 δδ δ

ε

> < − < ⇒

⇒ ( ) ( ) − ⋅ <

0 0 tal que si 

. Introducimos den

x a

f x g x l k· ttro del valor absoluto ( )  (sumando y restando): g x l

f x

⋅

( ) ⋅gg x g x l g x l l k f x l g x l g x k f x( ) − ( )⋅ + ( )⋅ − ⋅ = ( ) −⎡⎣ ⎤⎦ ⋅ ( ) + ⋅ ( ) −⎡⎣ ⎤⎦ ≤ ( ) − ll g x

l g x k g x k k l k l

⋅ ( ) +

+ ⋅ ( ) − < ⋅ ( ) − + + ⋅ < ⋅ +( ) + ⋅ ⇒ε ε ε ε ε1 2 1 2 2  tomando  

 y  queda demostrado.

ε ε ε

ε δ δ δ

= +( )+
+ = ( )

1 2

2 1 2

k

l máx ,

Calcula:  lím ;  lím ;  a) b) c)
x

x

x

x
x

x x
→

+

→∞

+
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+( )
2

1
5 23

5
3 7 llím

 lím

x

x

x

x x

Solución

x
x

→

→

+

+ −( )

+
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠

5

2

1

2 6

3
5

5
3

.

:

a) ⎟⎟ = − +( ) = ∞ + −( ) = −
→∞ →

3
5 2

5

125
27

3 7 2 6 1;  lím ;  límb) c)
x x

x x x x .

E j e m p l oE j e m p l o

11.
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La demostración de esta Regla tiene que esperar a la Unidad 8, pero creemos más conveniente unificar todo
el cálculo de límites, con los métodos que se usan habitualmente. Las derivadas pueden repasarse de Primero o
en la Unidad 8.

● Indeterminación :

– Si ambos son polinomios nos quedamos en el numerador y en el denominador con los monomios de
mayor grado, simplificamos y obtenemos el valor del límite.

– En cualquier otro caso, se usa la Regla de l’Hôpital.

● Indeterminación    :

– Si ambos son polinomios, factorizamos numerador y denominador y simplificamos los factores comunes.

● Indeterminación 0·∞:

– Se efectúa la multiplicación indicada pero no realizada y se resuelve la indeterminación que aparezca.

–

● Indeterminación 00, ∞0, 1∞:

– Se toman logaritmos neperianos para bajar los exponentes (lnab  = b · lna). Todas se convierten en 0·∞
(ln 1∞ =∞·ln 1=∞·0, ln 00 =0·ln 0=0·(-∞), ln ∞0 = 0·ln ∞ = 0·∞) y después en ó       .

● Indeterminación ∞ –∞:

– Se efectúa la resta indicada pero no realizada y se resuelve la indeterminación que aparezca.

– Se usa el conjugado cuando haya raíces cuadradas.

0---0
∞__∞

Se convierte en 0
0

 ó  usando el procedimiento: ∞
∞

⋅f x g x( ) ( ) ==

∞ ∞

g x

f x

( )

( )
1 , por el que 0 se convierte en

 ó  en 0. Despuéés se utiliza la Regla de L'Hôpital.

0---0

∞__∞

Calcula los siguientes límites:   líma)
x

x x
x x→∞

− +
− +

2 4 5
7 1

3 2

2 55
2 6
4

2 1
4 1

3

4 2

2

2;   lím ;   lím ;  lb) c) d)
x x

x x
x x

x
x→−∞ →∞

+ −
−

−( )
+

íím ; 

 lím .

 

 lím

x

x

x

x

x
x

e
x

Solución
x x
x

→−∞

→∞

→∞

+

− +

3

2

2

3 2

1

2 4 5

e)

a)

:

22

3

2

3
7 15

2 2

2
− +

= ∞
∞

( ) ≈ = ( ) = ∞

+ −
→∞ →∞

→−∞

x
ind x

x
x

x x
x x

x

lím lím

 lím

.

b) 66
4

1 0

2 1

4 2

3

4

2
x x

ind x
x x

x

x x

x

−
= −∞

∞
( ) ≈ = =

−( )
→−∞ →−∞

→∞

lím lím

 lím

.

c)
44 1

4
4

1

1

2

2

2

3

2

x
ind x

x
x

x
ind

x

x

+
= ∞

∞
( ) ≈ =

+
= −∞

∞
( ) ≈

→∞

→−∞

lím

 lím lí

.

d) mm lím

 lím lím

X x

x

x L Hôpital

x

x
x

x

e
x

ind

→−∞ →−∞

→∞

= = −∞

= ∞
∞

( ) =

3

2

2

.

'
e)

→→∞ →∞
= ∞

∞
( ) = = ∞e

x
ind ex L Hôpital

x

x

2 2
'

.lím

E j e m p l o sE j e m p l o s

12.
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13.

14.

15.

16. Calcula:  lím ;    lím ;    líma) b) c)
x

x

x

x

x
x e x x

→∞

−

→ →
⋅( ) +(

0 0
1 2 ))

⋅( ) = ∞⋅ ( ) = = ∞
∞

( )
→∞

−

→∞

3

0

x

x

x

x x

Solución

x e ind x
e

ind

.

  lím lím

:

a) == =

= ( )⇒ = ⇒
→∞

→

L Hôpital

x x

x

x x
e

x ind y x

'
.

l

lím

  lím hacemos 

1 0

0
0

0b) nn ln ln lny x x y x x
x x

= ⋅ ⇒ ( ) = ⋅( ) =
→ →

Calculamos el límite: lím lím
0 0

      lím lím= ⋅ −∞ ( ) = = −∞
∞

( ) =
−→ →

0 1

1
0 0

( ) ln '
ind x

x
ind x

X

L Hôpital

x 11 0 0
2

0 0

1

0
x

x y y
x x x

x

== −( ) = ⇒ ( )= ( ) = ⇒

⇒

→ →

( )

→
lím lím lím

     lím

ln ln

→→ →

( )
= = =

0 0

2
0 1y x e

x

xlím  .

     En  hemos intercambiado el (1) llímite y el neperiano. Lo podemos hacer porque el logaritmmo es una función 

Calcula:  lím ;    líma) b)
x x

x
x

x
x senx→ →( )
−

−0

3

03 2
1

ln cos
cos

cos
..

 lím lím

Solución
x

x
ind x

x

L Hôpital

x

:

ln cos

'
a)

→ →( )
= ( ) =

0

3

03 2
0
0

3 22

0

2

03 2 2
2

2
2 2

0
0

2

·
cos

cos '

− = − = = −
→ →sen x

x

x x
sen xx

L Hôpital

x
lím lím xx x x sen x

x

x
x x senx

ind
x

cos
cos

cos
cos

2 2 2
4 2

0

1 0
0

2

0

− =

−
−

= ( )
→

.

 límb) ==
− −

= − =

− =

→ →

→ −L Hôpital

x x

xsenx
x xsenx x x

x'

cos cos
lím lím

lím

0 0

01
1 ∞∞

− = −∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪ → +

lím
.

x x0

1

Calcula:  lím ;    líma) b)
x xx

x x
x x

x
→− →∞+

⋅ +
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +⎛

1

2
25

1 7 1
2 8

⎝⎝⎜
⎞
⎠⎟ −

−
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟→

→−

;    lím .

 lím

c)

a)

x

x

x
x

x
Solución

x

2 2

1

1
2

2
4

5
:

++
⋅ +

+
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⋅

−
= ∞⋅ ( ) =

→−1 7 1
5
0

0
6

0 52

1

x x
x

ind xmultiplicando

x
lím ( xx

x x
x

x

x
x

x

x

+
+( ) +( )

=
+

=

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ⋅

→−

→∞

1
1 7 1

5
7 1

5
6

2 8 0

1

2

) lím .

 límb) ∞∞ ( ) = + = +⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ≈

⎛

⎝
⎜⎜→∞ →∞ →∞

ind x
x

x
x

x
xx x x

lím lím lím2 8 2 8 2
2 2

2

2

2

⎞⎞

⎠
⎟⎟ =

−
−

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ∞−∞( ) =

→ →

2

1
2

2
42 2 2

.

 lím límc)
x

res do

xx
x

x
ind

tan 22
4

0
0

1
2

1
42 2

−
−

= ( ) = − = −
→

x
x

ind
x

L Hôpital

x

'
lím .

Calcula:  lím líma)
x

L Hôpital

x

x x
x

ind x
→ →

− +
−

= ( ) = −
1

2

2 1

3 2
1

0
0

2 3
2

'

xx
x x

Solución
x x

x

x

x

= − ⋅( )

− +
−

→

→

1
2

3 2
1

0

1

2

2

;    lím . 

 

 lím

b)

a)

ln

:

== ( ) = − = −

⋅( ) = ⋅ −∞(

→

→

0
0

2 3
2

1
2

0

1

0

ind x
x

x x

L Hôpital

x

x

'

ln

lím .

 límb) )) ( ) = = −∞
∞

( ) =
−

= −
→ → →

ind x

x
ind x

x
x

L Hôpital

x x
lím lím lím

0 0
2

01

1

1
ln '

xx( ) = 0.
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17.

18. Calcula:  lím ;    líma) b)
x x

senx

x
x

x

tgx
→∞ →

−

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ( )

ln
c

2

2
4

1

π
oos

'

:

ln

x

x

L Hôpital

Solución
x

x

x

ind

.

lím líma) 
→∞

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ( ) =

2

2
0
0 xx x

x
x x

x

x
x→∞ →∞

+
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−
=

+
=2

2

2 2
1

2

2

·
lím .

    Aquí podemos hacerr un cambio de variable  Tanto en el numerador como en el  denominador aparece el término 

     (en el argumento d2
x

eel logaritmo neperiano ), que tiende a cero cuan2 2 1+ = +x
x x

ddo . Hacemos , 

     cambiamos el límite: lím  po

x

y
x x

→ ∞

=
→∞

2 rr lím . Calculamos entonces lím
y y

L Hôy
y

ind
→ →

+( )
= ( ) =

0 0

1 0
0

ln ' ppital

y

x

senx x

y

tgx ind y tgx

lím .

 lím

→

→

− ∞

+
=

( ) = ( )⇒ =

0

4

1

1
1

1

1b)
π

cos (( ) ⇒ =
−

( )⇒ =−

→ →

1

4 4

1
senx x

x x
y

senx x
tgx y

t
cos ln

cos
·ln ln

ln
lím lím

π π

ggx
senx x

ind

tg x
tgx

x

L Hôpital

x

( )
−

=

= ( ) =

+

+→

cos

cos

'
    lím0

0

1

4

2

π ssenx
y y tgx

x x x
= = ⇒ ( ) =

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
= ⇒ ( )

→ → →

2
2

2 2
4 4 4

1
lím lím lím

π π π
ln ln ssenx x e− =cos 2 .

Calcula:  lím ;    líma) b)
x x

x x
xsenx x x→ →

+ − + − +
⎡

π

2 1 2 1 32

0

cos cos

⎣⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

+ − = ( ) =
→

.

 lím

Solución
x x

xsenx
ind

x

L Hôpit

:
cos cos '

a)
π

2 0
0

2 aal

x

x

senx x senx
senx x x

x x

lím .

 lím

→

→

−
+

=

+ − +
⎡

⎣
⎢

⎤

π

2 0

1 2 1 3
0

cos
cos

b)
⎦⎦
⎥ = ∞−∞( ) =

+ − −

+ + +

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

→
ind x x

x x

conjugado

x
lím

0

1 2 1 3

1 2 1 3
==

−

+ + +
=

= −
+ + +( ) = −∞

→

→

lím

   lím .

    Hay que 

x

x

x
x x

x

x x x

0

0

1

2 3

1
2 3

uusar el conjugado y simplificar antes de tomar de nuevo ell límite. Escribimos únicamente  y no
    , qu

lim
lim

x

x

→

→ +

0

0
ee es lo riguroso, porque no hay confusión posible.

     continua en su dominio y verifica qque lím lím .

     En  deshacemos (2)
x a x a

f x f x
→ →

( )( ) = ( )( )ln ln

eel neperiano recurriendo a su función inversa, la exponenccial.

 límc)
x

x xx ind y x y
x

x
→∞

+( ) = ∞ ( )⇒ = +( ) ⇒ = ⋅ +( )1 2 1 2 3 1 2
3 0 3

ln ln ==
⋅ +( )

⇒ ( ) =

=
⋅ +( )

= ∞
∞

( ) =

→∞

→∞

3 1 2

3 1 2

ln
ln

ln

x
x

y

x
x

ind

x

x

L

lím

    lím
'' Hôpital

x x
x

x
x elím lím .

→∞ →∞+
= ⇒ +( ) = =6

1 2
0 1 2 1

3 0

.
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También podemos resolver 1   recurriendo al . Para∞ número e   las funciones  lím  o .

Com

e
x

e x
x

x

x
x= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= +( )
→∞ →

1 1 1
0

1
lim

oo en sucesiones lím lím
n

q n

n
p n p n q n

→∞

( ) ∞

→∞
( )( ) = = ( ) −( )⋅ (1 1exp )){ }, para las funciones usaremos la siguiente 

fórmula: 
                                                  lím

x a
f x

→
( )(( ) = = ( ) −( )⋅ ( )⎡⎣ ⎤⎦{ }( ) ∞

→

g x

x a
f x g x1 1exp lím .

Para mayor claridadd se escribe  en lugar de . En el caso de las funcionexp e ees la indeterminación no sólo aparece 
en  sino en cualqu∞ iier otro punto.

El ejemplo  quedaría:  lím17 b)
x

stgx
→

( )
π
4

1
eenx x

n e

x
tgx

senx x
− ∞

→
= = −( )⋅

−
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

cos
º

exp
cos

1 1 1

4

lím
π

⎭⎭⎪
=

= − ⋅
−

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

→
exp cos

cos cos
exlím

x

senx x
x senx xπ

4

1 pp
cos

lím .

Para las indeterminacion
x x

e
→

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

π
4

21

ees 1  suele ser más sencillo usar el número .∞ e
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19.

20.

Calcula:   lím ;     líma) b)
x

x

xx
x

x→∞ →∞
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
1 1 5

5 7

3 3

3 ⎟⎟

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ( ) =
→∞

∞

→∞

2

3

1 1 1 1

x

x

x n e

x

Solución

x
ind

.

  lím lím

:

exp
º

a)
xx

x e

x
x

ind
x

x n

·3

5
5 7

1

3

3

3

2

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
=

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ( ) =

→∞

∞

. 

  límb)
ºº

exp · exp
e

x x

x
x

xlím lím
→∞ →∞−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=5

5 7
1 2 13

3
44

5 7
1

1

3
0

2

x
x

e

x
x

x
x

−
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= =

+( )
→∞

.

Calcula:   lím ;     líma) b)
→→

→∞

+ −
−

+( ) = ∞ ( )⇒ = +( ) ⇒

1

2 0 2

3 2
1

1 1

x
x

Solución

lím x ind y x
x

x x

.

  

:

la) nn ln( ) ln

ln( )

y x
x

lím y

lím x
x

ind

x

x

= ⋅ + ⇒ ( ) =

= ⋅ + = ∞
∞

( ) =

→∞

→∞

2 1

2 1     
LL Hôpital

x x
x

x

lím
x

lím x e

lím x

'
.

→∞ →∞

→

+
= ⇒ +( ) = =

+ −

2
1

0 1 1

3 2

2 0

1

 

  b)
xx

ind lím x
x x

lím x
x

conjugado

x x−
= ( ) = + −

−( ) + +( ) = −
−→ →1

0
0

3 4
1 3 2

1
11 1 (( ) + +( ) =

=
+ +

=
+

=
→

x

lím
xx

3 2
1
3 2

1
2 2

1
41

     .

      Este ejemplo taambién se puede resolver mediante la Regla de L'Hôpital:   

     lím x
x

ind lím
xx

L Hôpital

x→ →

+ −
−

= ( ) =
+

=
⋅

=
1 1

3 2
1

0
0

1
2 3

1
2 2

1
4

'
..



177

1. a) b)   Halla:   lím ;   lím
x x

x x
x

x x x
x→ →

− +
−

+ − +
2

3

4 1

3 27 6
16

3 9 5
33 2 4

3 2

3 23 3 1
2 11 12
8 11 20− + −

+ − −
+ + −→−x x

x x x
x x xx

;   lím .

   Ca

c)

2. llcula:   lím ;   lím ; a) b)
x x

x x
x

x
x x x→−∞ →∞

− +
−

+
− +

3

4

3

3 2
7 6

16
5

2 5
cc)

3. a)

  lím .

   Halla:   lím ; 

x

x

x x x
x

x
x

→−∞

→

+ −
+

− +

53

0 2

2 7
3 8

4 16 bb) c)

4. a

  lím ;   lím .

   Calcula: 

x x

x
x

x x
x→ →

+ −
−

+ − −
−1 2

1 3 2
1

2 6
2

)) b) c)  lím ;   lím ;   lím
x x x

x
x x

x
x→−∞ →∞ →−∞

−
+ −

−
−

5

3

4

4
25

2 7
1

16 3
xx x x

x e x e
x x

x

2

0

3

1

− +( )
⋅( ) ⋅

→ →∞

.

   Averigua:   lím ;   lím5. a) b)
11 1

1

1
2 1

x
x

x

x
x

x e

x

( ) ⋅( )
−( )

→−∞

→

;   lím .

   Calcula:   lím

c)

6. a) −−
→∞ →

→

( )1
2

0

2

;   lím ;   lím .

   Calcula   lím

b) c)

7. a)

x
x

x

x

x

x x

xx x x
x x

x
xx

3 2

3 2 4

8 12
3 4

2 8
6 1 5

− − +
− +

−
+ −→

;   lím .

   Calcula 

b)

8. a)   lím ;    lím
x x

x
x x

x
x

x x x
x→∞ →

−
+ +

−
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

− + +3

2

2

2

4 3 2

3
1

3 5 1
3 4b)

−− − +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

+ −
+→−

2 4 8

5 2
1

2

1

x x

x
xx

.

   Calcula:   lím ;  lím9. a) b)
xx

x

x x x
x

x
x

→

→

− − −
−

+ −

7

3 2

2

0 2

4 19 14
49

3 9 3

.

 Calcula:  lím ;  10. a) b) llím .

 Averigua:   lím

x

x

x x x
x x x

x

→

→∞

− − −
− + +

−

3

3 2

3 2

2

2 2 3
5 3 9

211. a) 33 1
5

4 6
3

3
2 5

3

2 3

2x
x

x
x

x
x

x x
xx

+
+

− +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

⋅ −
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟→

;   lím .b)

12.  Halla:   lím ;   líma) b)
x

x

x

x
x x

x x
→∞ →

−
+ −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−6 5
6 2 1

32

2

3

2

4 3 −− + −
− +

−( )
→

−

2 12 8
3 4

3

2

4 3

2

2
5

42

x x
x x x

x
x

x

.

 Calcula:   lím ; 13. a) b))

14. a)

  lím .

 Calcula:   lím

x x

x

x
e x

se

→− +

→

+( )
+ +( )

−

3

2

3

0

3
2 3

1

ln

nn x senx
x

tgx

x

x
2 13

2

3

( ) +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟→

;   lím .

 Calcula los 

b)

15.

π

cos

llímites siguientes:    lím ;a)
x

x x
x

x
x→∞

− +
+

− +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

3 6 4
5

2 73

2

2

    lím .

 Calcula los límites

b)

16.

x

x
x

x
x→− −

⋅ +
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟1 2

5
1

2 2
3 7

  siguientes:    lím ;   líma) b)
x

x

x

x x
x x

x
→∞ →

+ −
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

2

5

1

3 1
4

44 3 2

4 3 2
7 6
4 4

− − + +
− − +
x x x

x x x x
.

A c t i v i d a d e s
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2. Continuidad de un función
2.1. Estudio de la continuidad de una función. Tipos
de discontinuidades

Las funciones que pueden presentar problemas en su continuidad son las definidas a trozos (donde cambia de
definición), con denominadores (en los puntos que anulan dicho denominador) y las logarítmicas (donde el argumento
se hace cero). 

Para estudiar la continuidad en un punto de las funciones definidas a trozos dábamos los tres pasos anteriores.
En el caso de las funciones con denominadores, se iguala éste a cero y se sustituyen los valores en la función. 
Puede aparecer una no acotación    , que se resuelve calculando los límites laterales, o una indeterminación    , 

que hay que resolver por algún procedimiento válido. Las funciones logarítmicas siempre presentan una discontinuidad
en los puntos en los que se anula el argumento.

Hay tres tipos de discontinuidades:
i. Discontinuidad inevitable de salto finito (suele darse en funciones definidas a trozos). Los límites laterales

son distintos, pero ambos finitos.
ii. Discontinuidad inevitable de salto infinito (La función no está acotada en el punto y tiene una asíntota

vertical en el punto).
iii. Discontinuidad evitable (aparece la indeterminación     , que resuelta da un límite finito y cuyo valor 

asignaremos a la función en el punto). 
0---0

k__
0

0---0

Una   es  en un punto  cuando límfunción continuaf x a f x
x a

= (
→

)) = ( ) = ⇔

∀ > ∃ >

f a f es continua en x a

tal que si

, es decir,     

  ε δ0 0      . La definición empleando entx a entonces f x f a− < − <δ ε( ) ( ) oornos es la sigui-

ente:      ∀ > ∃ > ∈ ( )ε δ δ0 0 tal que si x E a ento, nnces f x E f a  . Es la definición de límite, pero co( )∈ ( )( ),ε nnsi-

derando lo que le ocurre a la función en el punto . a

LLa definición puede desglosarse en los tres siguientes passos:
1.  Existe :  
2.  lím lím l

f a f a

f x f x
x a x a

( ) ( )

( ) ( ),

∃

∃ ⇒ ∃
→ → −

íím y lím lím lím : existen y 
x a x a x a x a

f x f x f x f x
→ → → →+ − +

= =( ) ( ) ( ) ( ) ccoinciden los límites laterales.
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21. ¿Es si
si

 continua en 2?f x x x
x x

x

Solución

( ) = − <
− ≥

⎧
⎨
⎩

=
2 3 2

1 2 2
,
,

:   
1.  .

2. lím lím ;  lím

f x

f x x
x

x x x

2 1 2 3

3 1
2

2 2

2

( ) = − = −

( ) = −( ) =
=

→ →− →→ → →+
( ) = −( ) = − ⇒ /∃ ( )

2 2 2
1 2 3f x x f x

x x
lím lím  pues los 

    límites  laterales son distintos. Por lo tanto,  no es continua f een .x = 2



179

El siguiente paso es definir la continuidad en un intervalo [a,b]. Obviamente f será continua en [a,b] cuando sea
continua en todos los puntos de dicho intervalo.

22. ¿Es discontinua  en ? ¿Y en ? ¿f x x
x x

x x( ) = +
+

= − =1 1 02 CCómo podrías resolver la discontinuidad evitable?

Solución ::  

lím límf ind f x
x x

x
x

factorizando

x
−( ) = ( )⇒ −( ) = +

+
=

→− →−
1 0

0
1 1

1 2 1

++
+( )

= = − ⇒ = −

(

→−

1
1

1 1 1

0

1x x x
x

f

x
lím discontinuidad evitable en .

)) = ⇒ =1
0

0discontinuidad inevitable de salto infinito en .

S

x

ee redefine la función como si

si
f x

x
x x

x

x
( ) =

+
+

= −

− = −

⎧
⎨

1 1

1 1
2 ,

,

⎪⎪

⎩⎪
.

E j e m p l o sE j e m p l o s

23. Estudia la continuidad de las siguientes funciones. Represeenta gráficamente  y esboza la gráfica de  en donde 

sea

f g

  discontinua.    
si

si
si

a) f x
x x

x
x x

( )
,

,
,

=
− <

− ≤ ≤
− >

⎧

⎨
⎪

⎩

1 1
2 1 3

5 3

2

⎪⎪
= −

− −
;     .

 
  Los posibles punt

b)

a)

g x x
x x

Solución

( )

:

2 8
122

oos de discontinuidad son , .
    Se analizan los pa

x x= =1 3
ssos necesarios para que la función sea continua en :

 
x = 1

    1º)  ; 
     2º) lím lím ;  l

f

f x x
x x

( )

( )

1 2
1 0

1 1

2

= −

= −( ) =
→ →−

íím lím lím  no es continua en
x x x

f x f x f
→ → →+

= − = − ⇒ /∃ ⇒
1 1 1

2 2( ) ( ) ( )   . 

     Es una discontinuidad de salto finito.
     A

x = 1

nnalogamente en :
     1º)  ; 
      2º) lím

x
f

x

=
= −

→ −

3
3 2

3

( )
ff x f x x f x

x x x x
( ) ( ) ( ) (= − = − = −( ) = − ⇒ ∃

→ → → →+
lím ; lím lím lím

3 3 3 3
2 2 5 2 )) = − ⇒ =

−

2 3continua en . 

        es continua en {1}, y p

x

f � rresenta una discontinuidad de salto finito en x = 1.
  Lb) oos posibles puntos de discontinuidad son ,  (x x DEN= = − =4 3 0)).

    : lím límx f ind
x

x x xx x
= = ( )⇒ −( )

−( ) +( )
=

+→ →
4 4 0

0
2 4

4 3
2

4 4
( )

33
2
7

3 3 14
0

= ⇒

= − − = − ⇒

 discontinuidad evitable.

    : discox f ( ) nntinuidad inevitable de salto infinito. La función  tieng ee una asíntota vertical en 

    . Para el esbozo calcx = −3 uulamos los límites laterales:

    lím
x

x
x x→− −

−
− −

= −
3 2

2 8
12

14
00

2 8
12

14
03 2+ →− −= −∞ −

− −
= − = ∞

+
; .lím

     es continua en 
x

x
x x

g � −− − ={ 3}, presenta una discontinuidad evitable en  y una x 4 ddiscontinuidad inevitable de 

1 3

-2

f(x)
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24.

25. Halla    y  para que sea continua 

si

a b c d f x

x x

x a
, , ( )

,

=

<

−

1
2

2

3 ,,
,

,
,

si
si

si
si

  y repres
2 3

3 5
5 7

7

≤ <
≤ <

− + ≤ <
≤

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

x
b x

x c x
d x

ééntala. 

 
Los posibles puntos de discontinuidad s
Solución :

oon 2, 3, 5, 7. Calculamos los límites laterales (el valx = oor de la función 
en el punto coincidirá con alguno) y los  igualamos:

lím lím lím lím
x x x x

f x x f x x a
→ → → →− +

= = = −
2 2 2 2

1
2

1 3( ) ; ( ) (( ) = − ⇒ = − ⇒ =

= −( ) = =
→ → →− +

6 1 6 5

3 5 4
3 3 3

a a a

f x x f x
x x x

.

( ) ; ( )lím lím lím líím

lím lím lím lím
x

x x x x

b b b

f x f x x c
→

→ → → →

= ⇒ =

= = = − +
− +

3

5 5 5 5

4

4 4

.

( ) ; ( ) (( ) = − + ⇒ = − + ⇒ =

= − +( ) =
→ → →− +

5 4 5 9

9 2
7 7 7

c c c

f x x f x
x x x

.

( ) ; ( )lím lím lím == = ⇒ =

=

<

− ≤ <
≤ <

− +

→
lím

 

si

si
si

s

x
d d d

f x

x x

x x
x

x

7
2

1
2

2

3 5 2 3
4 3 5

9

.

( )

,

,
,

, ii
si

     y su representación: 
5 7

2 7
≤ <

≤

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

x
x,

Halla el valor de  para que 
si

si
a f x

a
x

x

x
ax

x
( )

,

,
= +

<

+
≥

⎧

⎨
2 1

1

1
1

⎪⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 sea continua en todo .

 
En principio, el p

�

Solución :
oosible punto de discontinuidad es .

lím lím

x

f x a
x x

=

=
→ →−

1

1 1
( )

xx
a f x x

ax a
a

a
a a a

x x2 1 1

2

1 2 1
1

1 2
1

1
2 0

+
= = =

+
=

+
⇒ =

+
⇒ + − = ⇒ = −

→ →+
lím lím( ) 22 1,

(

. 

Así,  podría tener las dos formas siguientes: 

 

f

fa) xx x
x

x
x

x
f x x

x

x)
,

,
( )

,
=

−
+

<

−
≥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

= +
<2

1
1

1 2
1

1
1

1

1

2 2si

si
;   

si
b)

++
≥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

− = ⇒ = ∉ ∞

x
x

x x
,

,
si

. En la forma a) vemos que 
1

1 2 0 1
2 1[[ )

+ = ⇒ = − ∉ ∞[ )

. 

En la b), tenemos que . Por ello, par1 0 1 1x x , aa  la función es continua en .a = −2 1, �

     salto infinito en .x = −3   Escribimos la función como: 
si

g x

x
x x

x

si x
( ) =

−
− −

≠2 8
12

4

2
7

2 ,

, ==

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪ 4

. 

     No es una función definida a trozos, pues  cambia en un único punto. A la derecha está 
     parte del esbozzo de .g

x = -3

g(x)

2 7

4
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26. Estudia la continuidad de 
si
si

si
f x

x x
x

x x x

( )
,
,

,

=
≤
< <

− ≥

1
3 1 3

6 32

⎧⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

. Represéntala.

 
Parece que los únicos pos
Solución :

iibles puntos de discontinuidad son  . Sin embargo,x x= =1 3,   hay que considerar 
también el valor absoluto: x x x2 6 0− = ⇒ = 00 6 6 y . De estos dos valores, sólo influye el 6, pues x = ≥ 33

1
3

. 

Separamos y rescribimos la función como 

si

f x

x x

( )

,
,

=

≤
ssi

si
si

 .
1 3

6 3 6
6 6

1 1 1 1 2

2

2

< <
− + ≤ <

− >

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

= ⇒ =

x
x x x

x x x
x f

,
,

º ) ( ) ; º )) ( ) ( )lím lím lím lím No es contin
x x x x

f x x f x
→ → → →− +

= = ≠ = = ⇒
1 1 1 1

1 3 3 uua.

lím lím lím límx f f x f x
x x x

= ⇒ = = = ≠ =
→ → →− +

3 1 3 9 2 3 3
3 3 3

º ) ( ) ; º ) ( ) ( )
xx

x

x x

x f f x
→

→

− +( ) = ⇒

= ⇒ =
−

3

2

6

6 9

6 1 6 0 2

No es continua.

límº ) ( ) ; º ) ( ) == − +( ) = = = −( ) = ⇒
→ → →+

lím lím lím Sí es conti
x x x

x x f x x x
6

2

6 6

26 0 6 0( ) nnua.

 es continua en {1,3} presentando discontinuidadesf � −   inevitables de salto finito en ambos puntos. Como ya 
sabííamos, el valor absoluto es continuo.

1 3 6

1

3

9

Considera la función definida a trozos 
si

f x
x a x

x( ) =
− + ≤ −4 2

2
,

−− − < <
+ ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
5 2 1
3 1
,
,

si
si

.

 Calcula los valores de  y 

x
bx x

aa) dde  para la  sea continua para todo .
 Haz un gráfico

b f x
b)   de la función obtenida en el apartado anterior.

Dada la fuunción si

si
, ¿en qué puntos ef x

x
x

x

x x
( ) ,

,
= +

≤

− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2
1

1

2 1 13
ss discontinua? ¿De qué tipo?

Averigua para qué valor de  a lla función si
si

 es continua enf x x x a x
x x

( ) ,
,

= − + ≤
− >

⎧
⎨
⎩

2

2
4 0

1 0
  todo . Esboza la gráfica de

dicha función para ese valor

�

  de .

Estudia la continuidad de la función .

De

a

f x x
x

( ) =
−
2

1 2

  una función  se sabe que f f f f1
2

1
7

1
3

1
9

1⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=, , ,…

nn n
n

f f

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

+
∈1

2 3
 ..... .

¿Cuánto vale (0) si  es continua

�

  en el origen de coordenadas?
Si la función  es continua,f   ¿cuáles de las siguientes afirmaciones son correctas?:
a)  ;    ;  lim lim lim lim

x x x x
f x f x f x x

→ → →− →
( ) = +( ) ( ) = −( )

2 0 1 0
2 1b)    ;

 ;    

c)

d) e)

lim lim

lim li
x h

x

f x f h

f x f
→ →

→−

( ) = +( )
( ) = −( )

7 0

5

7

5 mm lim lim lim
x x x h

f x f x f x h
→ → →− →

( ) = ⇔ ( )−⎡⎣ ⎤⎦ = ( ) = −
1 1 4 0

5 5 0 4;    f) (( ).

17.

18.

19. 

20.

21.

22.

A c t i v i d a d e s
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2.2. Consecuencias de la continuidad: teoremas de
Weierstrass, de Bolzano y de los valores intermedios

De la definición de continuidad en un punto obtenemos dos resultados muy importantes:

Teorema: Si una función f es continua en a entonces existe un entorno de a en donde f está acotada.

Demostración:                                                                                                           . No hay más que dar un valor     

a ε para obtener el entorno buscado.

Teorema: Si una función f es continua en a y f (a) ≠ 0, entonces existe un entorno de a en donde f tiene el
mismo signo que f(a).

De la continuidad en un intervalo obtenemos varios resultados importantes y muy interesantes:

Teorema de Bolzano: Si la función f es continua en un intervalo real [a,b] y
sgn f (a) ≠ sgn f (b), entonces existe al menos un punto c∈(a,b) tal que f (c) = 0.

Es decir, si una función es continua en un intervalo y tiene signos distintos en
los extremos de dicho intervalo, debe anularse en algún punto del interior del intervalo.

Demostración: supongamos que f(a) < 0 y f(b) > 0 (como en el gráfico). Encontraremos c usando intervalos encajados.
Dividimos el intervalo por la mitad. Llamamos m1 a ese punto. Puede ocurrir que:

● f (m1) = 0 ⇒ c = m1 y estaría demostrado el teorema.
● f (m1) < 0  ⇒ hacemos a1 = m1 , b1 = b. 
● f (m1) > 0  ⇒ hacemos a1 = a, b1 = m1.                

En ambos casos se tiene [a1,b1],  con la mitad de  longitud que [a,b] y que sigue verificando que sgn f(a1) ≠ sgn f (b1).
Repetimos el procedimiento, obteniendo una sucesión de intervalos cerrados encajados [an,bn]⊂...[a1,b1]⊂[a,b], cada
uno con la mitad de longitud que el anterior, así que verifican que lim

n →∞f (bn – an) = 0. La intersección de todos dará
un punto c. Si f (c) > 0, existe un entorno de c en el que f (x) > 0, pero dentro de ese entorno habrá intervalos [an,bn],
que deben verificar que f (an) > 0 y f (bn ) > 0, contrariamente a nuestra hipótesis de partida. Si f (c) < 0, hay otra
contradicción, pues ahora f (an) < 0 y f (bn ) < 0. Por lo tanto, f (c) = 0.

El teorema de Bolzano es la base del método de la bisección, que puede usarse para resolver ecuaciones
numéricamente. No obstante, su uso es más teórico que práctico, pues es muy lento al tener que dividir los intervalos
y probar signos.

Teorema de los valores intermedios: Si la función f es continua en un intervalo real
[a,b] y k es un valor comprendido entre f (a) yf (b), entonces existe al menos un c∈(a,b)
tal que f (c) = k.

Es decir, si una función es continua en un intervalo [a,b], toma todos los valores
comprendidos entre f (a) y f (b).

Demostración: Sabemos que . Haciendo f a f x f a
f( ) − < ( ) < ( ) + =ε ε ε

aa
f a f x

f a f x

( ) ( ) < ( ) <

< ( )
3

2
3

4
3

 tenemos que 

, por lo que sgn ( )  = sgn ( ) en un cierto entorno.f a

x E a f x f a f a f x f a∈ ( )⇒ ( )− ( ) < ⇒ ( )− < ( ) < ( ) +,δ ε ε ε
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Demostración: usamos una función auxiliar g(x) = f (x) + k, que es continua en [a,b], pues es
la diferencia de dos funciones continuas, y además verifica que sgn g(a) ≠ sgn g(b), pues o
f(a) < k < f(b), y sería g(a) < 0 y g(b) > 0, o, f(a) > k > f(b), siendo g(a) > 0 y g(b) < 0. De acuerdo con
el teorema de Bolzano, existe al menos un c ∈(a,b) tal que g(c) = 0 ⇒ g(c) = f(c) + k = 0 ⇒f(c) = k.

Teorema: Si las funciones f y g son continuas en un intervalo real [a,b] y verifican que
f(a) < g(a) y f(b) > g(b), entonces existe al menos un c ∈(a,b) tal que f(c) = g(c) .

Si una función empieza por debajo y termina por encima de otra en un intervalo, debe cortar a la segunda en
el interior del intervalo. Evidentemente, es indiferente cuál sea la primera o la segunda función. Es consecuencia
del teorema de Bolzano.

Demostración: usamos una función auxiliar h(x) = f (x) – g(x), continua por ser la resta de dos funciones continuas.
Además h(a) = f (a) – g(a) < 0; h(b) = f (b) – g(b) < 0 ⇒ sgn h(a) ≠ sgn h(b) ⇒ ∃ c ∈(a,b) tal que h(c) = 0 ⇒
f (c) – g(c) = 0 ⇒ f (c) = g(c).

Teorema: Si la función f es continua en un intervalo real [a,b], está acotada en dicho intervalo.

Demostración: construimos una sucesión de intervalos cerrados encajados [an,bn]⊂...[a1,b1]⊂[a,b], cada uno de
longitud mitad que el anterior (verifican que  lim

n →∞f (bn – an) = 0), cuya intersección es un punto c. Supongamos que
f no está acotada en [a,b], por lo que tampoco lo estará en ninguno de los intervalos encajados. En c se produce
una contradicción: al ser f continua, debe estar acotada en algún entorno de c, lo que incluiría algún intervalo [an,bn],
en los que f no estaba acotada por nuestra suposición. Por lo tanto, nuestra suposición es errónea y f debe estar
acotada en [a,b].

Teorema de Weierstrass: Si la función f es continua en un intervalo real [a,b], ∃ c y ∃ d∈(a,b) tales que f (c)
es el máximo y f (d)  es el mínimo de f en [a,b], esto es, f (d) ≤ f (x) ≤ f (c)  ∀x∈[a,b].

Este teorema es consecuencia del hecho de que toda función continua está acotada en un intervalo. Por ello,
tendrá una cota inferior y una superior. La cota inferior será su mínimo y la superior su máximo (ambas cotas siempre
son números del intervalo, pues son números reales). No hay que confundir estos mínimos y máximos con los
extremos relativos. Aquí son los menores y mayores valores que alcanza la función, mientras que los relativos
exigen un cambio en la monotonía.

E j e m p l o sE j e m p l o s

27. Demuestra que la ecuación 2x3 + 5x2 - 6 = 0 tiene alguna solución real y escribe un intervalo en el que se encuentra.

Solución: 

Usaremos el teorema de Bolzano. A partir del enunciado se  construye una función continua: f (x) = 2x3 + 5x2 - 6
(continua pues es un polinomio de tercer grado). Se busca un intervalo donde cambie de signo. Para ello, hay que
probar distintos valores:

Al tratarse de ejemplos académicos, las soluciones no suelen ser números extraños, ni se necesita gran precisión.
Ésta se conseguiría con el método de la bisección que consiste en ir dividiendo los intervalos por la mitad, y cogiéndolos
de modo que la función siempre tenga signos distintos en sus extremos. Se para al conseguir la precisión buscada.
En el presente ejemplo tendríamos: 

f (0,5) = – 4,5 ⇒ se coge [0,5; 1]; se divide:  f (0,75) = – 2,344 ⇒ se coge [0,75; 1]; se divide: f (0,875) = – 0,832
⇒ se coge [0,875; 1]; se divide: f (0,9375) = 0,042 ⇒ se coge [0,875; 0,9375]; se divide:f (0,90625) = – 0,405 ⇒ se

f f f f c f c0 6 0 1 1 0 0 1 0 1 0( ) = − < ( ) = > ⇒ ( ) ≠ ( )⇒ ∃ ∈( ) ( ) =; sgn sgn ,  tal que ..
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coge [0,90625; 0,9375]; se divide:f(0,921875) = – 0,184 ⇒ se coge [0,921875; 0,9375]. En el siguiente paso tendríamos
una precisión de 2 cifras decimales únicamente (probaríamos con 0,9296875).

El procedimiento es largo y pesado, pues se acerca con lentitud al valor buscado. Repite los anteriores pasos usando
la calculadora. Para mayor comodidad, introduce el valor que vas a probar en la memoria.

El teorema de Bolzano permite decir si tiene alguna solución, pero no que sea la única. Para poder hacer tal afirmación
hay que estudiar la derivada de la función.

28.

29.

30. Demuestra que  alcanza el valor 1 en algf x x sen x( ) cos= −4
2

7
2

úún punto. 

 es continua en  (resta de funciones

Solución

f

:

�   continuas) y como f f f f
th de los valo

0 4 7 0 1( ) = ( ) = − ⇒ ( ) > > ( ) ⇒; π π
rres

ermedios

c f c

int

,⇒ ∃ ∈[ ] ( ) =0 1π  tal que .

Un polinomio verifica que , siendo 1 su término indep 5 8( ) = − ppendiente. Demuestra que existe algún punto del 
intervalo  [0,5] en el cual el polinomio vale 6.

Los polino
Solución :

mmios son funciones continuas en todo , por lo que lo ser� áán en cualquier intervalo de la recta real. 

Además, p 0( ) < 66 5 0 5 6< ( ) ⇒ ∃ ∈( ) ( ) =p c p c
th valores

ermediosint
,  tal que .

Recuerdda que el término independiente de un polinomio es .p 0( )

Demuestra que las siguientes ecuaciones tienen al menos unaa solución real:

 ;    a) b)4 2 1 2 2 3 1
2

2 2
2sen x x x x

x x
− +( ) = −

− +
cos ==

( ) = − +( ) −

1

4 2 1 2 22

.

 
  , continua por 

Solución

f x sen x x x

:
cosa) sser el resultado de operar funciones continuas. Probamos:

     f f sen0 3 0
4

4
2 4

1
2

2 2 0
2

( ) = − < ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= − +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − = > ⇒; cos sgnπ π π π ff f c

f c

th Bolzano
0

4
0

4
( ) ≠ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⇒ ∃ ∈⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

( )

sgn ,π π  

    tal que == 0.
    Cuando hay funciones trigonométricas, suelen apareccer soluciones con ? radianes (los ángulos hay que medirloos 
    en radianes para que sean números reales en base 100).
    Se puede usar  y el teoremaf x sen x x x( ) = − +( )4 2 1 22 cos   de los valores intermedios. Verifica que  tal que 

    f 0(( ) = − ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ⇒ ( ) < < ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
⇒ ∃ ∈⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1
4

4 0 2
4

0
4

, ,f f f cπ π π  tal que ff c

f x x
x x

( ) =

( ) = −
− +

2

3 1
2

2
2

.

 Hagamos , que es continua en  b) � ((  ). Tenemos que 

    

2 0 0 1
2

1 5
2

1
2

1 5
2

2− + ≠ ( ) = − ( ) = ⇒

⇒ − < < ⇒ ∃

x x f f,

cc f c f x x
x x

∈( ) ( ) = ( ) = −
− +

−0 1 1 3 1
2

12
2,  tal que . Se puede usar  yy el teorema de Bolzano.
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31.

32.

33. Indica si las siguientes funciones están acotadas en los inntervalos que se dan. Di también si tienen máximo o

 mínimoo:   en ;    en ;   a) b) c)f x e g x x
x

h xx( ) = −[ ] ( ) =
−

[ ]− 2
2 5

5
0 4, , (( ) =

−
[ ] ( ) =

+

−∞ ∞( ) ( ) =

x
x

m x x
x

n x x
x

3
0 4

42 en ;    

en ;   

,

,
ln

d)

e)   en .

Aplicaremos el teorema de Weiers

1
2

5
2

,

:

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

Solución
ttrass. Para ello, hay que ver si las funciones son continuuas en el intervalo dado:

   es continua en , a) f x e x( ) = − 2
� lluego lo será en . Está acotada. Como  es crecient−[ ]2 5, f ee en  y 

     decreciente en , tiene un máximo 
−( )

( )
2 0

0 5
,

, een el punto 0, de valor 1. Como  es simétrica, tiene ux f= nn mínimo en 
     , de valor . 

  es cont

x e

g x x
x

=

( ) =
−

−5

5

25

b) iinua en  (el único punto de discontinuidad es 5, q0 4,[ ] =x uue no pertenece intervalo consi-

     derado). Por lo tantoo,  está acotada y tiene un máximo (en  y vale 0) y ug x = 0 nn mínimo (en  y vale 4); 
      es decreciente en 

x
g

= −4
0 4,[[ ]

( ) =
−

[ ]

.

  no es continua en , por lo que ni tic) h x x
x 3

0 4, eene que estar acotada (hay una división por cero en )

 

x = 3

     ni que verificar el teorema de Weierstrass.

  d) m x x( ) =
xx 2 4+

es continua en , pero no tiene que verificar el teor� eema de Weierstrass porque el intervalo 

      (la re−∞ ∞( ), ccta real) no es cerrado. No obstante, vemos que lim
x

x
x→±∞ 22 4

0
+

=  y que la función presenta un 

     mínimo relativo enn  y un máximo relativo en , que lo− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2 1
4

2 1
4

, ,   son también absolutos.

  no es continua en e) n x x
x

( ) =
ln

,1
2

55
2

1⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= (hay una división por cero en  y no está acotx aada), por lo que no veri-

     fica el teorema de Weierstraass.

Encuentra un intervalo en el que se corten las funciones  yy x y e
Solución

x= = −2 2
 e  .

 

Ambas funciones son continuas. H

:

aacemos  y  . Se verifica que f x e g x x f
e

gx( ) = ( ) = −( ) = −− 2 2 1 1 1, (( ) = ⇒

⇒ −( ) < −( ) ( ) = ( ) = ⇒ ( ) > ( )⇒ ∃ ∈ −( )

1

1 1 0 1 0 0 0 0 1 0f g f g f g c; , ,  tal quue  .

Como también 

f c g c

f
e

g f g c

( ) = ( )

( ) = ( ) = ⇒ ( ) < ( )⇒ ∃ ∈1 1 1 1 1 1 0, ,11( ) ( ) = ( ) tal que  .f c g c

Demuestra que las funciones  y  se cortan ef x x g x x( ) = ( ) = cos nn algún punto.
 

Ambas son continuas en . Se veri

Solución :

� ffica que  y que f g f g f g0 0 0 1 0 0
2 2 2

( ) = ( ) = ⇒ ( ) < ( ) ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ⎛

⎝
, ,π π π

⎜⎜
⎞
⎠⎟
= ⇒

⇒ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
> ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
⇒ ∃ ∈⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

( ) =

0

2 2
0

2
f g c f c g cπ π π,  tal que (( ).
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3. Asíntotas
Se llama asíntota a la recta a la que se acerca la función cuando no está acotada en un punto (asíntota vertical),

o a la recta a la que se acerca la función cuando x →±∞(asíntota horizontal y asíntota oblicua). Hay tres tipos de
asíntotas: la asíntota vertical, la asíntota horizontal y la asíntota oblicua.

La ecuación de la asíntota vertical es x = a, siendo a la solución de la ecuación DENOMINADOR(x) = 0 ó
ARGUMENTO(x) = 0 (para el logaritmo). Se calculan los límites laterales para saber si la función tiende a ∞ ó –∞
al acercarse x al punto a. 

Una función f tiene una asíntota horizontal cuando limx →±∞f (x) = k. La ecuación es yH = k (escribimos el subíndice
H para distinguirla de la función que se suele llamar y). Una función no tiene asíntota horizontal cuando
limx →±∞f (x)=±∞ . Si la función tiene asíntota horizontal, no tendrá oblicua, pues la horizontal es un caso particular de
ésta, con la pendiente igual a cero. 

Una asíntota oblicua es una recta de ecuación yOb = mx + n a la que se aproxima la función cuando x →±∞.
Como se aproxima a yOb debe verificar que: 

1º)

2º)

Primero se calcula m y después n. Ambos valores deben ser finitos, pues en caso contrario no tendrá asíntota
oblicua. Para saber cómo se acerca la función a la asíntota horizontal  o a la oblicua hay que estudiar el signo de
la diferencia y – yAS tanto en ∞ como en –∞. Si sgn(y – yAS) > 0, la función va por encima de la asíntota; si
sgn(y – yAS) < 0, y va por debajo de yAS. 

Puede darse el caso de que la asíntota horizontal o la oblicua sea distinta para x →∞ que para x →–∞. En
ese caso, hay que calcular por separado ambos límites.

lím lím lím lím
x

Ob
x x x

f x
y

f x
mx n

f x
mx

m
→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

= ⇒
+

≈ = ⇒ =( ) ( ) ( )1 1 ff x
x

f x y f x mx n n f
x Ob x x

( ) ;

( ) ( )lím lím lím
→±∞ →±∞ →±∞

−( ) = ⇒ − −( ) = ⇒ =0 0 (( ) .x mx−( )

E j e m p l o sE j e m p l o s

34. Averigua las asíntotas de  e indica cómo se aprf x x
x

( ) =
−

2

2 9
ooxima a ellas.

Asíntotas verticales: 0 
Solución

DEN x
:

= ⇒ − =2 9 00 3⇒ = ± =x x. Las ecuaciones de las asíntotas verticales son −− =

→− −

3 3

3

2

, x

x
x

. 
La función se aproxima a cada asíntota:

lím
xx

x
x

x
x

x

x

2 3

2

2

3

2

2

9
9

0 9
9

0

9
9

0

−
= = ∞

−
= = −∞

−
= = −∞

+ →− −

→ −

+

−

;

;

lím .

lím lím
xx

x

x
x

x
x

→ +

→±∞

+ −
= = ∞

−
≈

3

2

2

2

2

9
9

0

9

.

Asíntotas horizontales: lím límm , la asíntota horizontal es  y se aproxima
x H

x
x

y
→±∞

= =
2

2 1 1   como: 

sgn sgn sgnx
x x x

f
2

2 2 29
1 9

9
9 0

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≈ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
> ⇒ > yy f yH H⇒  va por encima de .

-3 3

1
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35.

36. Halla las asíntotas de  y estudia su comportay x x
x

= − +
+

2

2
2 3

1
mmiento cerca de ellas.

 
  No tiene asíntota 

Solución
DEN

:
≠ 0 vvertical. Si tiene asíntota horizontal:

lím
x

x x
x→±∞

− +
+

2

2
2 3

1
≈≈ = ⇒ = ⇒ − +

+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

+
⎛
⎝⎜→±∞

lím
x H

x
x

y x x
x

x
x

2

2

2

2 21 1 2 3
1

1 2 2
1

sgn sgn ⎞⎞
⎠⎟
≈ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
⇒

⇒
> → −∞ ⇒ >
< → ∞ ⇒

sgn sgn

,
,

2 2

0
0

2
x

x x
x y y
x y

Hsi
si <<

⎧
⎨
⎩ yH

. No tiene asíntota oblicua, pues tiene horizontal.

Halla las asíntotas de la función  y estudia el comy x
x

=
−

2

5
pportamiento de la función en sus proximidades.

 

A

Solución :

ssíntotas verticales: límDEN x AV x x
xx

= ⇒ = ⇒ = ⇒
−

= = −∞
→ −−

0 5 5
5

25
05

2

: ;; lím . 

Asíntotas horizontal: lím l

x

x

x
x

x
x

→ +

→±∞

+ −
= = ∞

−
≈

5

2

2
5

25
0

5
íím lím No tiene horizontal.

Asíntotas oblic

x x

x
x

x
→±∞ →±∞

= = ±∞ ⇒
2

uua:   
lím lím lím

lím

m f x
x

x
x x

x
x

n

x x x

x

= =
−( )

≈ =

=

→±∞ →±∞ →±∞

→

( ) 2 2

25
1

±±∞ →±∞ →±∞−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
≈ =

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

⇒ = +
x

x
x x

x
x
x

y x

x x

Ob2

5
5

5
5 5

5
lím lím

.

ssgn sgn
,
,

x
x

x
x

si x y y
si x y y

Ob
2

5
5 25

5
0
0−

− +( )⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

−
⇒

< → −∞ ⇒ <
> →∞ ⇒ > OOb

⎧
⎨
⎩

.     

Una fracción algebraica tiene asíntota oblicua  cuando la diferencia de  grado de numerador y denominadorr es 1, 
que es el grado de la asíntota oblicua.

x = 5

5+= xyOb

1

23.  Demuestra que la ecuación  tiene algu2 2 2 12sen x x x− =cos nna solución.

  Considera la función 
si24. f x

x x
ax

( )
,
,

=
− <
+

3 7
4 ssi

. 

Determina el valor de a para que 
7 10≤ <

⎧
⎨
⎩ x

       a)  ff sea continua en .
Esboza la gráfica de . 

x
f

= 7
       b)  
225.  Una función  cumple que . Demuestra que f f x x x( ) ≤ ∀ ∈, � ff

f x
x x Q
x x

 es continua en 0.

  Demuestra que 
si

s
26. ( ) = ∈

−
,

,3 2 ii
 sólo es continua en dos puntos.

  Dada la fun

x Q R∈ −
⎧
⎨
⎩

27. cción real de variable real definida por :f x x x
x x

( ) = −
− +

2

2 3 2
        a)  
       b)

Especificar su dominio de definición.
   

       c)  
Estudiar su continuidad.
Calcular sus asíntotaas, si las hubiere.

A c t i v i d a d e s
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)

  Determina el dominio de definició28. nn y obtén las asíntotas de .

  Estudia la 

f x x
x

( ) = −
−

2

2
4
1

29. ccontinuidad y las asíntotas de .

  Sea la funció

y x
x

=
−
2

1

30. nn . Se pide: 

Especificar su

f x x
x x

( ) = − +
+ −

3

2
1

2 2 12
       a)    dominio de definición.

Estudiar su continuidad       b)  ..
Calcular las asíntotas si las hubiera. 

  D
       c)  
31. eemuestra que la ecuación  tiene alguna solución.x x3 2 1 0+ + =

332.

       a)  

  Sea 
si

si

Hal

f x
x x x

a x
x

( )
,

,
=

− + <

−
≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3 3 2 3
10 3

lla los valores del parámetro  para los que  es continuaa f   en .
Para  calcula las asíntotas vertica

x
a

=
=

3
4       b)  lles y horizontales de . 

  Sea 
si

si

f

f x
e x
x a x

x

33. ( ) =
<

+( )

−1

2

1
≥≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 1
. ¿Para qué valores de a la función es continua? 

344.  Dada 
si

si

si

f x
x x x
x x

x
x

( ) =
+ ≤ −
− < ≤

−( )
<

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪

2

2

5 5
5 6

1
6

6

,
,

,
⎪⎪

, estudia su continuidad y sus asíntotas.

  La función35.    cambia de signo en los extremos del intervalo [1y x
x

=
−

2

2
,,3], pero no se anula en su interior. 

      ¿Se contradicee el teorema de Bolzano?

  Halla  y  para que 36. a b f x
x

( ) =

2 ++ < −
− + − ≤ <

− ≤

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

a x
x b x

e a xx

si
si
si

 sea continua. 

  E

1
2 1 0

0

3

37. sstudia la continuidad y las asíntotas de  y f x x
x

( ) = +
−

2

2
2
4

gg x
x
x

x

( ) =
−( )
+

+

3
3

3

2

5

.

  ¿Tomará el polinomio  el valor 1 38. een algún punto de la recta real?

  Estudia la continuid39. aad y las asíntotas de .

  Demuestra que 

f x x
x x

( ) = −
− −

2

2
4

2
40. uun polinomio de grado impar tendrá al menos una raíz real.. Usa para ello los límites en ±  
       y el teorema de 

∞
BBolzano. ¿Se puede afirmar lo mismo de un polinomio de graado par?
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R e c u e r d a

� Los casos importantes del cálculo de límites son las indeterminaciones. En total hay 7:                                                  .  

El mejor método es la Regla de L’Hôpital: 

●

●

� Para que una función sea continua . 

● Si es definida a trozos, se siguen estos tres pasos: 1º) Cálculo de f (a); 2º) Cálculo de los límites laterales. Si
coinciden, existe lim

x →a 
f (x);  3º) Se comprueba si f (a) = lim

x →a
f (x). 

● Si es una función con denominadores, se resuelve la ecuación DEN = 0. Después se sustituyen los puntos en la
función:

a) Si sale     , f presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito. Si sale     , hay que resolver una indeterminación.

b) Si da un valor finito, se trata de una discontinuidad evitable. 

� Las funciones continuas están acotadas en intervalos cerrados por lo que verifican dos teoremas fundamentales: el
de Bolzano (el cambio de signo lleva aparejado que la función se anule) y el de Weierstrass (la función tiene máximo
y mínimo en un intervalo cerrado). De estos dos se deducen otros también importantes.

� Hay 3 tipos de asíntotas: 

● La asíntota vertical de ecuación x = a, siendo a la solución de las ecuaciones DEN (x) = 0 ó ARG (x) = 0 (en el
caso del logaritmo). Para saber cómo se acerca la función a la asíntota se calculan los límites laterales. 

● La asíntota horizontal de ecuación yH = k cuando  limx →±∞f (x) = k, k ∈ R. 

● La asíntota oblicua, recta de ecuación  yOb = mx + n, con                                                                    , a la que se apro-

xima la función f cuando x → ±∞.

Para saber cómo se acerca la función a las asíntotas horizontal y oblicua hay que estudiar el signo de la diferencia
y – yAS tanto en ∞ como en –∞. Si sgn (y – yAS) > 0, y va por encima de yAS; si sgn (y – yAS) < 0, la función va por
debajo de la asíntota.

m f x
x

n f x mx
x x

= = −( )
→±∞ →±∞
lím  y lím( ) ( )

0---0
n0
---0

lím
x a

f x f a
→

=( ) ( )

Si lím  entonces  lím lím
x a

g x

x a

g x

x
f x f x f x

→

∞

→ →∞
( ) = ( ) = (( ) ( ) exp1 )) −( ) ( )⎡⎣ ⎤⎦{ }1 ·g x .

Si  lím  entonces lím lím
x a x a x a

f x
g x

ó f x
g x

f
→ → →

= ∞
∞

=( )
( )

( )
( )

'(0
0

xx
g x

)
'( )

.

Su aplicación es inmediata para los casos citados  y escribiendo , para 0  . En el  casf x g x g x

f x
( ) ( ) ( )

( )
⋅ = ⋅∞1 oo 

 o bien se hace la resta y luego se toma el límite, ∞−∞ oo bien se multiplica y se divide por el conjugado, si hay  
raíces cuadradas. Los casos 0  se resuelven tomand0 , ,∞ ∞0 1 oo logaritmos neperianos. Después aparece 0  , 
ya descrit

⋅∞
oo. Hay que recurrir a la exponencial para deshacer el habeer tomado logaritmos. 

La indeterminación   puede resolv1∞ eerse usando el número :e

0
0

0 0 10 0, , , , , ,∞
∞

⋅∞ ∞ −∞ ∞ ∞
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Derivada de una función.
Aplicaciones(I)8

UNIDAD

sta Unidad trata sobre la derivada, cuya impor-
tancia radica en sus muchas aplicaciones. Al igual
que en primero de Bachillerato, usaremos la
notación f’, ideada por el matemático, físico y

astrónomo de origen italiano J. L. Lagrange (1736 – 1813).
Repasamos la definición, recordando que la derivada surge
para hallar la tasa de variación instantánea y, por lo tanto,
la velocidad de crecimiento de una función. Seguimos con
las reglas para derivar. Incluimos la derivada de la función
inversa, la derivación logarítmica y la derivada implícita.
Con ellas somos capaces de derivar cualquier función real
de variable real.

Estudiamos la derivabilidad de las funciones. Conse-
cuencias de la continuidad y la derivabilidad son los
teoremas de Rolle, del valor medio o de Lagrange, del
valor medio generalizado o de Cauchy y la Regla de
L’Hôpital, cuya demostración teníamos pendiente desde
la Unidad 8. 

No dejamos de vista las aplicaciones más prácticas
de la derivada, como son el cálculo de la recta tangente,
el estudio de la monotonía y el cálculo de los extremos relativos o puntos críticos de una función,
que reinterpretamos con la ayuda del teorema del valor medio. 

Calculamos derivadas de órdenes superiores. La derivada segunda la usaremos para estudiar la
curvatura, puntos de inflexión y para distinguir el tipo de extremo relativo. El cálculo de las de orden tres
y superior nos servirá para poder calcular los términos del desarrollo en serie de Taylor (Unidad 9).

Hay que recordar que tanto la monotonía como la curvatura se estudian a partir del signo de
una función. Esto lo haremos con las herramientas vistas en Primero de Bachillerato. Así, usamos
una misma técnica que aplicamos a diferentes funciones, o mejor dicho, a las derivadas de una
misma función: el crecimiento se estudia a partir de la derivada primera; y la curvatura, de la
derivada segunda. 

Con el estudio de esta Unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Calcular la derivada de cualquier función. 

2. Estudiar la derivabilidad de una función.

3. Conocer y manejar teoremas referentes a la continuidad y derivabilidad de funciones.

4. Hallar la ecuación de la recta tangente a una función en cualquier punto.

5. Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de una función.

6. Calcular los extremos relativos de una función.

7. Obtener las derivadas sucesivas. 

8. Estudiar la concavidad y la convexidad, así como hallar los puntos de inflexión de una función.

E

● Joseph Louis Lagrange. 
(Wikipedia.org. Dominio Público)
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Derivada de una función en un punto

Función derivada

Tabla de derivadas

Álgebra de derivadas

Derivabilidad

Derivadas de órdenes superiores

Recta tangente

Monotonía

Extremos relativos

Curvatura y puntos de inflexión

Aplicaciones de la derivada

Teorema de Rolle

Teorema del valor medio

Teorema del valor medio 
generalizado
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1. Derivada de una función
Interpretación geométrica y física

Vimos en Primero de Bachillerato que la derivada de una función en un punto es la tasa de variación instantánea
en dicho punto                                           Al interpretarla geométricamente se observa que es la pendiente de

la recta tangente a la curva, siendo y -- y0 = f' (x0) · (x--x0) la ecuación de dicha recta tangente a la función f en el
punto (x0 , y0). 

La interpretación física de la derivada conduce al concepto de velocidad instantánea, definida como
, relacionada con la notación        en la que se expresa la variación en la función y (diferencial de y ó

dy) inducida por la variación en la variable x (diferencial de x ó dx).

Para calcular una derivada siguiendo la definición recurríamos a la Regla de los 4 pasos, consistente en efectuar
los cálculos pormenorizadamente:

1er paso: cálculo de las imágenes f(a+h) y f(a).
2º paso: cálculo de la diferencia f(a+h) – f(a). Si se puede, se saca factor común h.

3er paso: cálculo del cociente                          Si se puede, se simplifica h.

4º paso: cálculo del límite                               que ya es la derivada.

Recordemos el procedimiento con un ejemplo: 

Dada , calcula  usando la definición.

Pri

f x x
x

f( ) = +
−

−( )6 5
1

2'

mmero escribimos la definición para este caso: límf
h

' −( ) =2
→→

− +( )− −( )

− +( ) = − +( )+
− + −

= −
0

2 2

2
6 2 5

2 1
6 7

f h f
h

f h
h
h

h
h

.

1  paso:  er

−−
−( ) =

− +( )− −( ) = −
−

− = − − +
3

2 7
3

2 2 6 7
3

7
3

18 21 7

; .

2º paso: 

f

f h f h
h

h h 221
3 3

11
3 3

2 2
11

3 3 11

h
h

h

f h f
h

h
h

h

−( )
=

−( )

− +( )− −( )
=

−( )
=

.

3  paso: er

33 3
2 2 11

3 3
11
90 0

h
f h f

h hh h

−( )
− +( )− −( )

=
−( )

= − ⇒
→ →

.

4º paso: lím lím ff ' −( ) = −2 11
9

.

f a f a h f a
hh

'( ) ( ) ( ) .= + −
→

lím
0

lím
h

f a h f a
h→

+ −
0

( ) ( ) ,

f a h f a
h

( ) ( ) .+ −

dy
dx ,v s

tt
=

→
lím
Δ

Δ
Δ0
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2. Función derivada
Dado lo tedioso del cálculo de la derivada punto a punto, se define una función derivada

, de modo que se pueda calcular en cual-

quier punto genérico x. A partir de esta definición se obtienen las derivadas de las funciones elementales y las
reglas del álgebra de derivadas.

Como ya sabemos, para que una función sea derivable en un punto, previamente ha de ser continua en dicho
punto. Si existe la derivada de una función, esto es, cuando se obtiene un resultado finito, se dice que la función
es derivable.

2.1. Derivada de funciones conocidas. Álgebra de derivadas
En primer lugar se expone en forma de tablas la información necesaria y ya conocida. En la primera, aparecen

las derivadas de las funciones usuales; en la segunda, están las reglas que nos permiten derivar sumas, restas,
productos, cocientes y composiciones de funciones; en la tercera, dada la importancia y dificultad que presenta
la regla de la cadena (derivada de la composición de funciones) se desarrolla para los casos más habituales. Estas
tablas deben ser memorizadas. 

f x
f x h f x

h
dy
dx

y
x

y x x
h x x

' lim lim( ) = +( ) − ( )
= =

+( )
→ → →

lím  ó 
0 0 0Δ Δ

Δ
Δ

Δ −− ( )y x
xΔ

Tabla de derivadas de las funciones usuales
Función Derivada

k (constante) 0
x nn , ∈ℜ n x n⋅ −1

1
x

−1
2x

x
1

2 x
ex ex

ax ax ln a

ln x 1
x

loga x 1
x aln

sen x cos x
cos x - sen x

tg x 1 12
2+ =tg x

xcos

arc sen x
1

1 2− x

arc cos x
−
−
1

1 2x

arc tg x
1

1 2+ x
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La última fórmula, conocida como Regla de la cadena, puede desglosarse un poco para algunas funciones,
obteniendo la siguiente tabla:

Usaremos la definición para hallar la derivada y demostrar las reglas del álgebra de derivadas que no fueron
demostradas en Primero. En las demostraciones que siguen, se supone que todas las funciones son continuas y
derivables.

� Derivada de ln x

En (1) intercambiamos el límite con el neperiano.

f x h x h f x h f x x h x x h
x

h
x

+( ) = +( )⇒ +( )− ( ) = +( )− = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= +ln ln ln ln ln 1⎛⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+( ) − ( )
=

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= +⎛

⎝

.

ln
ln ln

f x h f x
h

h
x

h h
h
x

h
x

1
1 1 1⎜⎜

⎞
⎠⎟
⇒ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦
→

( )

→

1

0

1
1

0

1

1 1
h

h

h

h

hh
x

h
x

lím límln ln ⎥⎥
⎥
=

= = ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ = =∞

→
ln ln exp ln .

º
1 1 1

0

1n e

h
xh

x h
e

x
lím

Luuego, ln ' .x
x

( ) = 1
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Álgebra de derivadas
f g f x g x
f g x f x g x f x g x
k f x

±( ) = ±

⋅( ) = ⋅ + ⋅

⋅( )

' '( ) '( )
'( ) '( ) ( ) ( ) '( )
'( ) == ⋅

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
′

= ⋅ − ⋅

k f x k cons te

f
g x f x g x f x g x

g x

'( ), tan

( ) '( ) ( ) ( ) '( )
( )[[ ]

≠

( )′ = − ⋅
[ ]

∈ℜ

( ) = ′

2

2

0, ( )

( ) '( )
( )

, ,

'( ) ( ( ))

g x

k
f x k f x

f x
k

f g x f g x� ⋅⋅g x'( )

Función Derivada

f x n( )( ) n f x f x nn⋅( ) ⋅ ∈ℜ−( ) '( ),1

ef x( ) f x ef x'( ) ( )⋅

ln ( )f x( ) f x
f x
'( )
( )

sen f x( )( ) f x f x'( ) cos ( )⋅

cos ( )f x( ) − ⋅ ( )f x sen f x'( ) ( )

tg f x( )( ) f x
f x

f x tg f x'( )
cos ( )

'( ) ( )2
21( ) = + ( )( )
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� Derivada de un producto de funciones

En (1) introducimos f(x)·g(x+h), sumando y restando, para sacar factor común, agrupar y separar el límite
(paso (2)). En (3) aplicamos que el límite de un producto es el producto de límites, la definición de derivada y el hecho
de que f y g son continuas.

� Derivada de un cociente de funciones

Ahora hay que introducir f(x)·g(x), sumando y restando. El ajuste hecho en (2) consiste en sacar factor común
y agrupar; después se sube h del denominador para tener reconocibles las derivadas. En (3) tomamos el límite,
teniendo en cuenta la continuidad.

� Derivada de una composición de funciones o regla de la cadena

En  se introduce , multiplicando y dividiend(1) g x h g x+( ) − ( ) oo, ya que ése es el argumento de  . Como  es continua, f g gg x h g x h

g x h

+( ) − ( )→ →

+(

0 0 cuando . 

Así, puede escribirse que )) ≈ + → →
+( )( ) −

→
g x H H h

f g x h f
h

( ) , donde  cuando  y queda: lím0 0
0

gg x
g x h g x

f g x H f g x
H

f g x
H

( )( )
+( ) − ( ) =

( ) +( ) − ( )( )
= ( )( )

→
lím

El pu
0

' .

nnto delicado de esta demostración es la división entre g x ++( ) − ( )h g x , pues podría provocar una división por cero antees de calcular el límite. La explicación 
de que esto no caausa problemas excede el nivel del presente libro; aquellaa persona interesada puede consultar los libros sobre Anállisis Matemático que aparecen 
en la bibliografía.

f g x
f g x h f g x

h
f g x h f g x

h h
�

� �( ) ( ) = ( ) +( ) − ( )( )
=

+( )( ) − ( )
→ →

' lím lím
0 0

(( )
=

=
+( )( ) − ( )( )
+( ) − ( )

⋅
+( ) − ( )⎡

⎣

( )

→

h
f g x h f g x

g x h g x
g x h g x

hh

1

0
lím ⎢⎢

⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= ( )( ) ⋅ ( )

( ) ( ) = ′ ( )( ) ⋅ ( )

( )2

f g x g x

f g x f g x g x

' ' .

' ' .Luego, �

f
g

x

f
g

x h f
g

x

h

f x h

h h

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
′
( ) =

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +( ) −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟( )

=

+( )

→ →
lím lím

0 0

gg x h
f x
g x

h
f x h g x f x g x h

hg x h g xh

+( ) −
( )
( )

=
+( ) ( ) − ( ) +( )

+( ) ( )
=

→
lím

0

1(( )

→
=

+( ) ( ) − ( ) ( ) + ( ) ( ) − ( ) +( )
+( )

lím
h

f x h g x f x g x f x g x f x g x h
hg x h g x0 (( )

=

+( ) − ( ) ⋅ ( )⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ − ( )⋅ +( ) − ( )⎡

⎣
⎢

⎤

( )

→

2

0
lím
h

f x h f x
h

g x f x
g x h g x

h ⎦⎦
⎥

+( ) ( )
=

( ) ( ) − ( ) ( )
( )⎡⎣ ⎤⎦

( ) ≠
( )

g x h g x
f x g x f x g x

g x
g x

3

2 0
' '

, .

Luego,, f
g

x
f x g x f x g x

g x
g x⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
′
( ) = ( )⋅ ( ) − ( )⋅ ( )

( )⎡⎣ ⎤⎦
( ) ≠' '

, .2 0

f g x
f g x h f g x

h
f x h g x h f x

h h
⋅( ) ( ) = ⋅( ) +( ) − ⋅( )( )

=
+( ) +( ) −

→ →
' lím lím

0 0

(( ) ( )
=

=
+( ) +( ) − ( ) +( ) + ( ) +( ) − ( )

( )

→

g x
h

f x h g x h f x g x h f x g x h f x
h

1

0
lím

gg x
h

f x h g x h f x g x h
h

f x g x h
h h

( )
=

=
+( ) +( ) − ( ) +( )

+
( ) +( )

( )

→ →

2

0 0
lím lím

−− ( ) ( )
=

=
+( )− ( )

⋅ +( )⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ +

+( )−
→ →

f x g x
h

f x h f x
h

g x h
g x h

h h
lím lím

0 0

gg x
h

f x f x g x g x f x

f g x

( )
⋅ ( )⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ = ( )⋅ ( ) + ( )⋅ ( )

⋅( ) (

( )3

' ' .

'Luego, )) = ( )⋅ ( ) + ( )⋅ ( )f x g x f x g x' ' .
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2.2. Derivada de la función inversa. Derivación logarítmica.
Derivada implícita

La Regla de la cadena nos permite deducir los siguientes resultados:

� Derivada de la función inversa

En (1) usamos la derivada de lnx.

� Derivación logarítmica

¿Cómo podemos derivar f (x)g(x) ? Al ser el exponente una función, no podemos usar la fórmula de las funciones
potenciales xn. Los exponentes bajan al tomar logaritmos, por lo que usaremos la derivación logarítmica, cuyo
procedimiento puede escribirse así:                                                                                                                    . A la izquierda,

como y es una función compuesta, queda siempre      . A la derecha habrá que derivar el producto. Para hallar y'

no hay más que despejar y queda:                                       . 

Mejor que aprenderse la fórmula anterior, es saber efectuar el proceso. Ejemplos:

La ventaja de esta demostración es su generalidad, pues no sólo vale para los exponentes naturales, únicos
para los que se puede usar el binomio de Newton. 

� Derivación implícita

Una función se llama implícita cuando no está despejada en términos de la variable independiente. Es decir,
y = x 2 + 4x es una función explícita, pero x 2 + y 2 = 1 no lo es. Hay veces en los que el despeje no es complicado,
pero otras es prácticamente imposible. Sin embargo, es posible calcular la derivada de la función aún no estando
despejada. Consiste en usar convenientemente la regla de la cadena. Veámoslo con el ejemplo anterior: 

x y x yy y x
y

derivando
ambos miembros

2 2 1 2 2 0+ = ⇒ + = ⇒ = −' ' .

• = ⇒ = ⇒ = ( ) = ⇒ = =  

   Otra for

y a y x a y
y

x a a y y a a ax xln ln ' ln ' ln ' ln ln .

mma de obtener la derivada de  es usar la igualdad a a ex x x= lln ln' ln ·

ln ln ' ln ln '

a x x a

x

a a e

y x y x x y
y

x x x y

⇒( ) =
• = ⇒ = ⇒ = ( )′ = + ⇒

.

  1 == +( ) = +( )

• = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

ln ln .

ln ln ' ' · '

x y x x

y x y n x y
y

n
x

y n
x

x y n

x

n n

1 1

  xx nn− ∈1, .�

y g x f x y' ln '= ( )⋅ ( )( ) ⋅

y
y
'

y f x y g x f x y g x f xg x= ( ) ⇒ = ( )⋅ ( )⇒ ( ) = ( ) ( )( )( ) ln ln ln ' ·ln '

La inversa verifica que ; derivandof f x f f x x� �− −( )( ) = ( )( ) =1 1   el primer término y el último tenemos que 

f f x x� −( ) ( ) = (1 ' )) ⇒ ( )( )⋅( ) ( ) =− −' ' 'f f x f x1 1 1. Despejando se obtiene la derivaada de la funcción inversa: 

                                                                        f x
f f

−
−( ) ( ) =1 1'

' 11

1

x
f f x

( )( )
( )−

.

Hay que hallar  pero evaluarla en . Como e' jjemplo calcularemos la derivada de , que es la inversa ex dde

:    ln
ln

'x
f x x
f x e

f f x
f x

fx

( ) =
( ) =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ( )( )= ( )

⇒−
−

( )

−1
1

1

1
1 −−

−

−( ) ( ) =
( )

= ( )⇒ ( ) =1

1

11
1' 'x
f x

f x e ex x .
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Para poder calcular y', el resto de términos que aparecen debe ser calculable.

�

Existen herramientas informáticas, como Derive, Scientific Notebook…, que permiten el cálculo simbólico de
derivadas. Desafortunadamente, no son gratuitas.

En Física suele emplearse a menudo la notación de Leibniz yy dy
dx

' = , usando diferenciales, por lo que la regla 

de la ccadena puede quedar enmascarada. Por ejemplo, si queremos  calcular  , donde    es el flujo y  el 

tiempo, pue

d
dt

tφ φ

dde hacerse de la siguiente forma: . Con nuesd
dt

d
dx

dx
dt

φ φ= ⋅ ttra notación, . 

Esta relación pued

φ φ� x t x t x t( ) ( ) = ( )( ) ( )' ' · '

ee extenderse con todas las variables que se quiera, al iguual que sucede con la Regla de la 

cadena, en la que puedenn aparecer más de dos funciones compuestas: df
dz

df
dx

dx
d

= ⋅
yy

dy
dz
⋅ .

Observa que , pues  es función de . Así, siempy yy y x2 2( ) =' ' rre que aparezca , aparece  al derivar. 

Un segundo ejem

y y '

pplo es el siguiente: 3 5 22 5xy y y x y
derivando
ambos miembr

− + − = ⇒
oos

y xy yy y y y3 3 10 2 1 5 4+ − + − =' ' ' ' .
Fíjate en que hay que derivar  el producto. Agrupando las , sacándolas factor común yy '   despejando queda: 

                                         .3 10 5 2 1 3 1 3
3 10 5 2

4
4x y y y y y y

x y y
− − +( ) = − ⇒ = −

− − +
' '

Averigua la derivada de:   ;     ;a) b)y x x x y x ex= − + − =7 6 5 33 2 3       .

 
  ; 

c)

a)
b

y x
x

Solución
y x x x x

=

= ⋅ − ⋅ + = − +

ln

:
' 7 3 6 2 5 21 12 52 2

))

c)

  ;

  

y x e x e x e x e x x e

y
x

x x x x x' ' '

'
ln '

= ( ) + ( ) = + = +( )

=
( ) ⋅

3 3 2 3 23 3

xx x x
x

x
x x

x
x

x

y x x

−( )⋅( )
=

⋅ −
= −

= − +

ln ' ln ln
2 2 2

5 2

1
1

3 5 7

.

Deriva:   a) (( ) = −( ) = +
−

8 3 4
7 2 5 1

1
;     ;     .b) c)y x x f x senx

senx
Solución

( )

::

'a)

b

  ;y x x x x x x x x= − +( ) −( ) = −( ) − +( )8 3 5 7 15 10 8 15 10 3 5 75 2 7 4 4 5 2 7

))  y x x y x x x
x

x x
= −( ) ⇒ = −( ) −( ) = −( )

−

−
2 5 4

7
2 5 2 15

4 2 15

7 2 5
3

4
7 3

3
7 2

2

3
'

(( )
=

−( )
−( )

=
+( ) −( ) − +

3
7

2

3 3
7

4 2 15

7 2 5

1 1 1

x

x x

y
senx senx senx

;

c)  '
' (( ) −( )

−( )
=

−( )+ +( )
−( )

⇒
1

1
1 1

12 2

senx
senx

x senx x senx
senx

y
' cos cos

'' cos .=
−( )
2

1 2
x

senx

E j e m p l o sE j e m p l o s

1.

2.
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Deriva:   ;     ;     a) b) c)f x x y x x
x

y e
x

x

( ) = −( ) = −
+

=
−

3 7 3
5

2 2 2 2

22

2 22 3 7 6 12 3 7

2 3

.

 
  ; 

  

Solución

f x x x x x

y
x

:

'

'

a)

b)

( ) = −( )⋅ = −( )

=
−(( ) +( ) − −( )⋅

+( )
= + −

+( )

= − ⋅−

x x x

x
x x

x

y xe xx

5 3 1

5
10 15

5

2

2

2

2

2

22

;

  c) ' −− ⋅ =
− +( )

=
− +( )

(

− − −e x
x

xe x
x

e x
x

f x

x x x2 2 2

2 2 1 2 1
4

2

4

2

3 .

Deriva:   a) )) = − +
−

= ⋅ =
−( )
+( )

x x
x

y e x
x

y
x
x

S

x2 2

3

2

2
5 4

3
4 1
3 2

;     ;     .b) c)ln

oolución

f x
x x x x

x
x x

x

:

'a)  ( ) =
−( ) −( ) − − +( )⋅

−( )
= − +2 5 3 5 4 1

3
6 112

2

2

−−( )

=
+ ⋅( ) ⋅ − ⋅

=
+

3

2 1 3 2

2

2 2 3 2 2

6

2

;

  b) y
e x e x x e x x

x
xe x ex x x x

'
ln ·ln ln 22 2 2 2

6

2

4

3

2 3 1

x x

x

x x e x
x

y
e x x x

x

y y

( ) ⋅ −
⇒

⇒ =
− +( )

= =

ln

'
ln ln

'

    ;

c)  44 1
3 2

2 4 1
3 2

11
3 2

22 4 1
3 2

2

2 3
x
x

y x
x x

x
x

−
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⇒ = −

+ +( )
=

−( )
+( )

' · .

Callcula la derivada de:   ;     .a) b)y e x y x
x

So

x= −( ) = −
+

4
2

21 3
3

llución

y e x e x e x e e xx x x x x

:

' ' 'a)  = ( ) −( ) + −( ) = −( )+ = −4 4 4 4 41 1 4 1 4 4++( ) = −( )

=
⋅ +( ) − −( )⋅

+( )
=

+(

1 4 3

2 3 3 2

3
12

3

4

2 2

2 2 2

e x

y
x x x x

x
x

x

x ;

  b) '
))

= −( ) = −

2

2 1 1

.

Calcula la derivada de:   ;     a) b)y tg x y sen x
22

2 1 1 1
2 1

1
2

2

.

  

Solución

y tg x tg x
tg x

x

:

'
cos

a) = −( )⋅ + −( )( ) = −( )
−( )

;;

  b) y
sen x

x
x

sen x
' cos

cos
.=

−
⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

−

−

1

2 1
2

2
1
2

2

4 1
2

3.

4.

5.

6.
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Usando la derivada de la función inversa, demuestra que: a)) b)

a)

  ;     .

 

  

arctgx
x

arcsenx
x

Solución

( ) =
+

( ) =
−

' '

:

1
1

1
12 2

ff x tgx

f x arctgx
f x

f f x tg ar
( ) =
( ) =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ( )′ ( ) = ( ) = +−

−
−1

1
1 2

1 1
1' ( ) cctgx tg arctgx x

f x senx

f x arcsen

( )
=

+ ( )( )
=

+

( ) =
( ) =−

1
1

1
12 2

1

; 

  b)
xx

f x
f f x arcsenx sen arcsenx

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ( )′ ( ) = ( ) = ( )

=
−

−
−

1
1 2

1 1 1
1' cos( ) (( )

=
−

= −

1
1

1

2

2

x

x sen x

.

cosAquí hay que usar la fórmula  para pooder operar.

Calcula la derivada de:   ;    a) b)y x x= −( )5 3 4

  .

  

y x

Solución

y x x y
y

x x

x x
= −( )

= −( )⇒ = −

−
3

3 5 12 5

24
3

4 3

2

:

ln ln ' lna) (( ) +
−

⇒ = −( )+
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ⋅ −( )

= −

3
5

12 5 3
5

5

3

4
3

4
3

2

4x
x

y x x x
x

x

y x

x' ln ;

  b) (( ) ⇒ = − −( )⇒ = − −( )− −( )−x x

y x x x y
y

x x
x x x2 3

4
2

2 2
23

4
3 2 3

4
3

2 3
ln ·ln ' ·ln

44 3

2 3
4

3
2 3
4 3

3

2

2
2

2

−( ) ⇒

⇒ = − −( )− −( )
−( )

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

−

x

y x x
x x

x
x    ' ·ln

22
2

4
3

2 2
1

( )

( ) = −( )

−x x

sen x
f x x g

.

Calcula la derivada de  y de  xx tg x

Solución

f x sen x x
f x
f x

x

( ) = ( )

( ) = ⋅ −( )⇒ ( )
(

−4

2 1

1
2

2

cos

:

ln ln
'

.

))
= ⋅ −( ) + ⋅

−
⇒

( ) = −( )+

2 2 1 2 2
1

2 2 1 2

2
2

2

cos ln

' cos ·ln

x x sen x x
x

f x x x xsenn x
x

x

g x x tg x
g x

sen x2
1

1

1
2

4

2
2 2

−
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

−( )

( ) = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ ⇒

(

.

ln cos ln
' ))
( )

= ⋅ + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ ⇒

( ) =

g x
sen x tg x x

x tg x

g x s

1
2 2

4 1
2

4
4 4

1
2

2ln cos
cos ·

' een x tg x

x

sen x
tg x

x

2
4

8 1
2

8
4 1

2⋅ +
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⋅( ) −ln
cos

cos ..

cos cos
cos

cosObserva que  2 24 4 4 4
4

4 4 1x tg x x sen x
x

x sen x⋅ = ⋅ = ⋅ =
22

8sen x.

7.

8.

9.
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Halla la derivada de:   ;   a) b)y x y x
x

x= ( ) = +
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠

−cos3 1
1

2 1
⎟⎟

= −( ) ⇒ = + −( )⋅

1

2 21 3 2 3 1

x

Solución

y x x y
y

x x x

.

 

  

:

ln lncos ' lncosa) −− ⇒

⇒ = − −( )⋅⎡⎣ ⎤⎦ ⋅( )

3 3
3

2 3 3 1 3 32

sen x
x

y x x x tg x x x

cos

' lncos cos     
22 1

2
1 1

1
1 1

1
1

−

= +
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⇒ = − +

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ ⋅

+

.

ln ln ' lnb)  y
x

x
x

y
y x

x
x x

x 11
1
1
1

1 1
1

1
2
1
1
1

2

2
x
x
x

x
x
x x

x
x
x

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
′

+
−

= − +
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

−
−( )
+
−

=ln

   == − +
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

+( )
−( ) ⇒ = − +

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+1 1

1
2 1

1
1 1

1
2

2 2 2x
x
x

x
x x

y
x

x
x

ln ' ln
xx

x x
x
x

x+( )
−( )

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
⋅ +

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
1

1
12

1

.

Dada la elipse de ecuaación  , averigua el valor de  en el pux y x y y2 24 2 8 1 0+ + − + = ' nnto ( 1,2).

 

−

+ + − = ⇒ +

Solución

x yy y x yy
divi os
entre

:

' '
dim

2 8 2 8 0 4
2

'' ' ' '

'

+ − = ⇒ −( ) = − − ⇒ = +
−( )

−

1 4 0 4 1 1 1
4 1

y y y x y x
y

y

cambiando
el signo

.

 11 1 1
4 1 2

0

1 01

( ) = −
−( )

=

− − =−

.

Dada la curva de ecuación , he xy ln aalla el valor de  en el punto (1,1) .

 

y
Solución

y ey

'
:

' − −1 1
xx

y e
x

y
xe

y

d
dt

y
y= ⇒ = ⇒ = ⇒ ( ) =−
−0 1 1 1 11

1' ' ' .

Averigua  siendo:   φ a)) b)  ,  ;     ,  .φ π π φ= +( ) = + =
+

=cos

:

3 1
2

1
1

2
2x x t t

x
x t

Solución

aa)  d
dt

d
dx

dx
dt

sen x t t sen t tφ φ π π π π= ⋅ = − +( )⋅ +( ) = − +( ) ⋅ + +3 3 3 3 3
2

2 ππ

φ π

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

( ) = ⋅

. 

      Se obtiene lo mismo derivando  t cos 3 tt t

d
dt

d
dx

dx
dt

x
x t

t

t

+ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⋅ = −

+( )
⋅ = −

+ ( )

3
2

2
1

1
2

2

1

2

2 2

π

φ φ

.

  b)
22 2 2

1
2

1
1( )

⋅ = −
+( )t t

. 

      Se obtiene lo mismo derivando  φ tt
t

( ) =
+
1

1
.

10.

11.

12.

13.
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1.   a) b)Halla la derivada de:    ;    y sen x
sen x

y= −
+

3 2 1
3 2 1

== = +
+

x x y x
x senx

2
2 2

1ln cos
cos

;    . 

Averigua la deriva

c)

2.   dda de:    ;    ;    a) b) c)y x
x

y x y
xarcsen x=

+
= =

−( )−( )
3

2
3 1

1
2 1 22

2

3

2

4 1
1

2 2 12

x

y x
x x

+

= − +
+ −

.

Calcula la derivada de:    3.   a) ;;    ;    .

Halla la derivada de

b) c)

4.   

y xe y x x
x

x= = −
+

− 2 3
2

2

::    ;    .

Calcula la de

a) b)

5.   

y x x y x x= − +( ) = − +ln 5 6 7 5 33 2 2

rrivada de:    ;    ;    a) b) c)y x
tgx

y e
e

f x
x

x=
−

=
−

cos ( )
2

2

2

21 4
==

−( )

= −

8 1 2

3

3

x
x

y xe x

.

Averigua la derivada de:    ;  6.   a) b)) c)

7.   a)

  ;    .

Deriva:    

y arctg x y x

y e

x x
= − = −( )

=

+
2 5

2

1 1

7

2

xx x x y
x x

f x x
x

− − + =
− +

= +1 4
2

2

3 5 1
3 2

1;    ;    .

Halla

b) c)

8.   

( ) ln

  la derivada de:    ;    ;   a) b) c)y
x x

x
y x

x
=

−( ) −( )
=

−
1 2 2

42 2   .

Halla la derivada de:    ;

y x
x

y sen x x

=
−

= +( )

5
5 7

2

3

3

29.   a)      . 

Halla la función derivada de:    

b)

10.  a)

y x x
x

= −
−

1
1

yy e x y x
x

x= +( ) = +
−

−2 1
2

23 5 4 5
4 5

;    .

Halla la derivada d

b)

11.  ee:    ;    .

Deriva:  

a) b)

12.  a

y arctg x y arcsen x= ( ) = +( )cos 1

)) b)

13.  

  ;    .

Averigua  e

y x x arctgx y e

y

x= + + = ( )ln arccos

'

1 2

nn el punto (2,4) para la función implícita x y xy2 23 6 4 0− + − = ..

Dada la circunferencia de ecuación 14.  x y+( ) + −( ) =3 5 102 2 22 , halla el valor de  en el punto (3, 3). 

Halla 

y

df

' −

15.  
ddt

f sen x x t f x
x

y:    ,  ;    ,  a) b)= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + =
−

= −π
π2

1 1
1

12 ln ee t2 .

A c t i v i d a d e s



202

3. Derivabilidad
Sabemos que para que una función sea derivable ha de ser previamente continua. La demostración es la siguiente:

Sin embargo, la continuidad sólo es una condición necesaria, pero no suficiente, pues no todas las funciones
continuas son derivables. Un ejemplo de función continua que no es derivable en un punto es la función valor
absoluto de x, que nos permitirá introducir las derivadas laterales:

Por lo tanto, es una función continua en un punto pero no derivable en dicho punto.

La definición de las derivadas laterales es:

● derivada por la izquierda:                                                ;

● derivada por la derecha:                                                  .

En el caso de funciones definidas a trozos (lo más habitual), las derivadas laterales en un punto se hallan
calculando la derivada de la función que esté en el trozo que interese y sustituyendo el valor del punto. En el ejemplo
anterior de la función valor absoluto                                                                . Cuando las derivadas laterales son 

distintas, pero finitas, se dice que es un punto anguloso.

      Las funciones con radicales pueden presentar problemaas si su derivada es una  función con denominadores. Por 

eejemplo, . Es continua en  , pues y x x x y lím x
x

= = = =
→

3
1
3

0
0 0( ) 33

23
0 1

3

0 1
0

0

= = ⇒

= ⇒ /∃ ⇒

, pero no derivable: 

es cont

y
x

y y

'

'( ) '( ) iinua en  y derivable en   {0}.� � −

f fx x'( ) ; '( )0 1 1 0 1 10 0
−

=
+

=
= − = − = =

f a f a h f a
hh

'( ) ( ) ( )+

→
= + −

+
lim

0

f a f a h f a
hh

'( ) ( ) ( )−

→
= + −

−
lim

0

¿Cuánto vale la derivada del valor absoluto 
si
si

x
x x

x
=

− <,
,

0
xx

x

f f x f x
x x x

≥
⎧
⎨
⎩

=

( ) = ( ) = = ( ) =
→ → −

0
0

0 0
0 0

 en ? Dado que

lim lim lim
→→

→

+
( ) =

( ) =
+( ) − ( )

=

0

0

0

0
0 0

f x f x

f
f h f

hh

,

'

  es continua en . 

lim liim  ¿Cómo calculamos el límite? 

Fíjate que es dist

h

f h
h→

( )
0

iinto por la izquierda, lim lim  que

por 

h h

f h
h

h
h→ →−

( )
= − = −

0 0
1,

lla derecha, lim lim  por lo que debemos c
h h

f h
h

h
h→ →+

( )
= =

0 0
1, ooncluir que no existe . f ' 0( )

Si lim
lim

∃ ( ) ⇒
+( ) − ( )

=
+( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ =

→

→

→

f a
f a h f a

h

f a h f a

hh
h

h

'
lim0

0

0

ff a f a h f a f a h
h h

h

' ' lim( ) ⇒ +( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ = ( )⋅
→ →

→

lim

por lo que lim

0 0

00 0
0f a h f a f a h f a f

h
+( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ = ⇒ +( ) = ( )

→
lim  luego  es continua, ..
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¿Es derivable  

si si

si

si

f x

x ó x

senx x

x x

( )

,

,

cos ,

=

< ≥

≤ <

≤

0 0
2

0
4

4

π

π

π <<

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

= = =

• =

π

π π

2

0
4 2

 en  ? 

  Estudio en 

x x x

Solución
x

, ,

:
00

0 0 0 0 0
0 0

 
    lim lim limContinuidad : f sen f x

x x x
( ) ( )= = = = = =

→ →− →→ → →+
= = ⇒ = ⇒

0 0 0
0 0f x senx f f x

x x
( ) ( ) ( )lim lim  

    es continua en xx = 0.
     Derivabilidad : f f xx x'( ) ; '( ) cos0 0 0 0 10 0

−
=

+
=

= = = = ⇒ //∃

• =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

f

x

f x

'( )

cos

0

4

4

  Estudio en  

     

π

πContinuidad : xx
x x

x x

f x senx

f x

=
→ →

→

= = =

=

−

+

π
π π

π

4
4 4

4

2
2

2
2

; ( ) ;

( )

lim lim

    lim lim
→→ →

= ⇒ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇒ =
π π

π π

4 4

2
2 4 4

cos ( )x f f x x
x
lim es continua en  .

      Derivabilidad :   ;  f x fx' cos 'π π
π

4
2

2 44

−

=

+⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −ssenx fx =

= − ⇒ /∃ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π

4

2
2 4

' .

E j e m p l oE j e m p l o

14.

4

π
2

π

¿f es continua?

Sí

No

¿Coinciden las
derivadas
laterales?

Sí

No

No es derivable

No es derivable

Sí es derivable

¿Existe f’(x)?

En resumen, para estudiar la
derivabilidad de una función primero
se estudia la continuidad y después
se calcula la derivada; en ocasiones,
a partir de las derivadas laterales.
Si coinciden, la función es derivable,
y si no coinciden, no es derivable.

Otras funciones más complicadas, como si

s
f x

x
x

x( ) =
≠cos ,

,

1 0

0 ii
, exigen más detenimiento en su estudio. No es u

x =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 0
nna función definida a trozos, pues 

cambia en un único puntto. Para ver que es continua, se recurre a la acotación paara el coseno: lim

lim

− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ −( ) ≤

≤

→

→

1 1 1 1
0

0

cos cos

c

x
x x

x
x x

x

x

x
oos cos1 1 0 0

0 0x
x x

x
f

x x x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≤ ⇒ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ( ) =
→ →

lim lim . Luego, lim
→→

( ) = ( ) = + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
0 20 1 1 1f x f x

x
x sen

x x
. Derivando ' cos coos

'

1 1 1

0

x x
sen

x

f

+

/∃ ( )

. Claramente

 , pues aparte de no poder  calcular ni  ni ,   indica que hay una discocos 1
0

1
0

1
0

sen nntinuidad inevitable.

Para saber más...
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• =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= =

=

  Estudio en    

    l

x

f x

π

π
π

2

2
0 0

2
Continuidad :  ; iim lim lim lim

    

x x x x
f x x f x

f

→ → → →
− +

= = = = ⇒

⇒

π π π π

π
2 2 2 2

0 0 0( ) cos ; ( )

22 2
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ⇒ =

→
lim es continua en  .
x

f x x
π

π( )

     Derivabilidaad :   f senx f fx x' ; ' 'π π π
π π

2
1

2
0 0

22 2

−

=

+

=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = − = −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = = ⇒ /∃ ⎛

⎝⎝⎜
⎞
⎠⎟

( ) =

.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de  f x xx x
x x

Solución

2 1
2 1 1

si
si

.  

El único punto problemátic

<
− ≥

⎧
⎨
⎩

:
oo es 1, que es donde cambia de definición.

 
x =

Continuidad : ff x f x x f x fx x x x
1 2 1 1 1 11 1 1

2

1
( ) = − = ( ) = = = ( ) = ( ) == → → →− +

; lim lim lim limm   

es continua en 1.
 

x

x

f x

x

f x

→

−
=

( )⇒
=

( ) =

1

11 2Derivabilidad : ' == ( ) = = ⇒ ( ) = ⇒ =+
=

2 1 2 2 1 21; ' 'f f xx es derivable en 1. 
Por lo tantoo,  es continua y derivable en todo .

Estudia la derivab

f �

iilidad de la función  .
 

;   e

f x x
Solución

Dom f f

( ) = −

= ∞[ )

7

7
:

, ss continua en su dominio ( lim lim )
x x

x f x
→ →+ −

− = = ( ) /∃ −
7 7

7 0 7 7; ..

 es derivable f x
x

DEN x x f f' ; ' '( ) =
−

( ) = ⇒ = ⇒ ( ) = ⇒ /∃ ( )⇒1
2 7

0 7 7 1
0

7 een .

¿Es derivable la función  en el inter

7

5 823

,∞( )

( ) = −f x x vvalo ?
 
 (la raíz cúbica de un número n

1 3,
:

[ ]

=
Solución
Dom f � eegativo es un número negativo). Es continua en  y en cua� llquier 
intervalo de dicha recta.

 f x x f x x( ) = −( ) ⇒ ( ) =5 8 5
3

2
1
3 ' 22

2
3

2 2
3

2 2
8 2 10

3 8
0 8 0

8

−( ) ⋅ =
−( )

⇒ = −( ) = ⇒

⇒ = ±

−
x x

x
DEN x

x raíz doble

;  

 (( )⇒ /∃ ±( ) ≤ ≤ ⇒ [ ]f f' ,8 1 8 3 1 3. Como     no es derivable en .

¿Es  derivable si

si
 en ?f x

x
x

x

x
x

Solución

( ) = ≠

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
=

3 1 0

0 0
0cos ,

,
::

15.

16.

17.

18.
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lim lim lim lim
x x x x

x x
x

x x
x→ → → →

−( ) ≤ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≤ ⇒ ⎛

⎝⎜
⎞

0

3

0

3

0

3

0

31 1cos cos
⎠⎠⎟
= = ( )⇒ =

( ) = + −⎛
⎝⎜

0 0

3 1 12 3

f x

f x x
x

x sen
x

 es continua en 0.

 ' cos ⎞⎞
⎠⎟
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= + ⇒ ( ) = ( )⇒

−

→

→

1 3 1 1 0

3

2
2

0

0

x
x

x
xsen

x
f f x

x

x

x

cos ' 'lim

lim 22

0

2

0

2

0

23 1 3 3 1( ) ≤ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≤ ( )⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟→ → →

lim lim lim
x x x

x
x

x x
x

cos cos ==

−( ) ≤ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≤ ⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠→ → → →

0

1 1
0 0 0 0

lim lim lim lim
x x x x

x xsen
x

x xsen
x ⎟⎟

=

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

⇒ ( ) = =
0

0 0f f x' . Luego  es derivable en 0, 

siendo  ff

f x
x x x

x
x

So

'

ln ,
,

0 0

0
0 0

0

( ) =

( ) = >
=

⎧
⎨
⎩

=

.

¿Es derivable 
si

si
 en ?

llución

x x x

x
ind

x x

L Hôpit

:

ln · ln '
lim lim
→ →+ +

( ) = −∞( ) = = −∞
∞

( ) =
0 0

0 1
aal

x x

x

x
x

f x x f

lim lim es continua.
→ →+ +− = −( ) = ⇒

( ) = + ⇒

0
2

0

1

1 0

1 0' ln ' (( ) = ⇒ /∃ ( )⇒ =ln '0 0 0f f x no es derivable en .

19.

16.  a) b)Estudia la derivabilidad de:   ;  y x f x
x

= − + =3 5
33 ( )

44 2+ x

a b

.

Averigua los valores de los parámetros  y  pa17.  rra que la función 
si

si
   sea f x

ae x
b

x
x

x

( ) =
+ ≤

−
+

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 0

2
0

,

,
ccontinua y deri-

      vable en todo .

Estudia la der

�

18.  iivabilidad de:   ;   ;  a) b) c)y x f x x y x x= + ( ) = −( ) = ⋅2 5 4 1 22 2ln ..

Averigua el valor de  y  para que la función 19.  a b f x( ) ==
− < −

+ − ≤ ≤
+ >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

ax b x
ax x

bx a x

2 1
3 1 1

2 1

,
,

,

si
si

si
 sea continua y  estudia la derivabilidad 

      de  para dichos valores.f

220.  

21.  

Estudia la derivabilidad de .

Halla a y 

y
x
x

=
−
+

1
1

bb para que la función si
si

 sea cf x x ax x
x b x

( ) = − ≤
+ >

⎧
⎨
⎩

2 2
5 2

,
,

oontinua y derivable.

¿Es derivable si22.  f x
x

x
x( ) = ≠2 1 0cos ,

00 0, si
 en 0?

x
x

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
=

A c t i v i d a d e s
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4. Consecuencias de la derivabilidad
4.1. Teorema de Rolle

Sea f una función continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f (a) = f (b) entonces ∃ c ∈(a,b) tal que f ' (c) = 0.

Demostración: hay 3 posibilidades:

1º) que la función sea constante, con lo que su derivada será
nula en todos los puntos del intervalo.

2º) que la función crezca a partir de a. No obstante, como
f (a) = f (b), en un cierto punto tendrá que dejar de crecer
y empezar a decrecer. En ese punto la derivada se anula;
éste será el punto c.

3º) que la función decrezca a partir de a. En un cierto punto tendrá que dejar de decrecer y empezar a crecer.
En ese punto la derivada será nula. Ése es el punto c.

Por lo tanto, dentro del intervalo (a, b) hay un punto cuya recta tangente es horizontal (paralela a la recta que
une (a, f (a))  y (b, f (b))), siempre que la función sea continua y derivable en dicho intervalo.

En el teorema de Rolle las hipótesis de continuidad y derivabilidad son necesarias. La
función f(x) = 1–|x| es continua en [–1,1]  y cumple que f(–1)= f(1)=0. Sin embargo, no cumple
el teorema de Rolle porque no es derivable en x=0.

4.2. Teorema del valor medio o de Lagrange

4.3. Teorema del valor medio generalizado o de Cauchy
Sean f y g funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b), entonces ∃c ∈(a,b tal que                                         .

f c
g c

f b f a
g b g a

'
'
( )
( )

=
( ) − ( )
( ) − ( )

Sea  una función continua en  y derivable en , f a b a b, ,[ ] ( ) eentonces  tal que .

            

∃ ∈( ) ( ) = ( ) − ( )
−

c a b f c
f b f a

b a
, '

                                            El teorema afirrma que la recta tangente a  en  es paralela a la rectaf c   que  
                                                        pasa por los puntos  y . Para su demoa f a b f b, ,( )( ) ( )( ) sstración cons-
                                                        truimos una función auxiliar resultado de resttar  y la citada recta, 

                                

f

                        de ecuación y f a
f b f a

b a
x a= ( )+ ( ) − ( )

−
−(( )

( ) = ( ) − ( ) − ( ) − ( )
−

−( )

.

Demostración: sea , cog x f x f a
f b f a

b a
x a nntinua en  y derivable en , pues lo 

son  y la 

a b a b

f

, ,[ ] ( )
rrecta. Además, , ya que  y la recta se cortang a g b f( ) = ( ) = 0   en ambos puntos. Por el teorema de 

Rolle,  tal q∃ ∈( )c a b, uue .g c g x f x
f b f a

b a
f c

f b f a
b a

' ' ' '( ) = ⇒ ( ) = ( ) − ( ) − ( )
−

⇒ ( ) = ( ) − ( )
−

0

DERIVADA DE UNA FUNCIÓN. APLICACIONES (I)
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a b a b a b

1º
2º

3º

c c

a bc

f

1

1
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Para interpretar geométricamente el teorema, conviene escribirlo como

y reconocer el teorema del valor medio para

cada una de las funciones (ver el gráfico adjunto). Para su demostración
conviene multiplicar en cruz en el teorema y agrupar. Así se construye
una función auxiliar que verificará el teorema de Rolle.

4.4. Regla de L’Hôpital
El teorema del valor medio generalizado es el camino para la demostración de la Regla de L’Hôpital cuando

aparece la indeterminación 0_0.

Sean  y  funciones continuas en  y derivables ef g a r a r− +[ ], nn ( ), tales que lim lim . 

Entonces, 

a r a r f x g x
x a x a

− + ( ) = ( ) =
→ →

, 0

ssi existe  lim , se tiene que lim
x a x a

f x
g x

f x
g x→ →

( )
( )

( )
( )

=
'
'

llim .

Demostración: como  y  son continuas y
x a

f x
g x

f g
→

( )
( )

'
'

  lim lim . Si se considera el 
x a x a

f x g x f a g a
→ →

( ) = ( ) = ⇒ ( ) = ( ) =0 0 iinter-
valo , con  (luego ),  a x a x a r a x a r a r f, , ,[ ] < < + [ ] ⊂ − +[ ] yy  cumplirán la tesis del teorema del valor medio gene-

r

g

aalizado, por lo que tal que . ∃ ∈( ) ( )
( )

=
( )
( )

c a x
f c
g c

f x
g x

,
'
'

PPor lo tanto, lim lim lim
x a c a x a

f x
g x

f c
g c

f x
g→ → →

( )
( )

=
( )
( )

=
( )'

'
'
'' x

a c x x a c a
( )

< < → →

. Al ser 

, cuando , se verificará que , porr lo que se puede cambiar  por .c x

Demostración: sea h x f x g b g a g x f b f a( ) = ( ) ( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ − ( ) ( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ ,, continua en  y derivable en 

 por serlo sus co

a b

a b

,

,
[ ]

( ) mmponentes. Además , h a f a g b g a f b h b f b g a( ) = ( ) ( ) − ( ) ( ) ( ) = − ( ) ( ) + gg b f a

h a c a b h c f c g b
th de Rolle

( ) ( ) =

= ( ) ⇒ ∃ ∈( ) ( ) = ⇒ ( ) (, ' ' tal que 0 )) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ − ( ) ( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ = ⇒

⇒ ( ) ( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ = ( )

g a g c f b f a

f c g b g a g c

'

' '

0

ff b f a
f c
g c

f b f a
g b g a

( ) − ( )⎡⎣ ⎤⎦ ⇒
( )
( ) =

( ) − ( )
( ) − ( )

'
'

.

f c
g c

f b f a
b a

g b g a
b a

'
'
( )
( )

=

( ) − ( )
−

( ) − ( )
−

f

g

a c b

La demostración cambia para  , pues las funciones no son∞
∞

  continuas. Al escribir , se verifica 
f x
g x

g x

f x

( )
( )

=
( )

( )

1

1 qque lim lim . 

Haciendo lim

x a x a

x

f x g x

f
a

→ →

→

( )
=

( )
=

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
( ) =

1 1 0

1
aa f a f

x
f x

f x
f x

f x
1 0 1 1

2( )
= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
′
( ) = −

( )
( )⎡⎣ ⎤⎦

= − ( ) ⋅
( )

 y como 
'

'
⎛⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
′
( ) = − ( ) ⋅

( )
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = − ( ) ⋅ =

2 2
1 1 0 0
f

a f a
f a

f a' ' , llas funciones 

son continuas y derivables en . Tendremox a= ss entonces que: lim lim
x a x a

f x
g x

g x
g x

f x
f

→ →

( )
( )

=

( )
( )⎡⎣ ⎤⎦

( )

'

'

2

xx

g x
f x

f x
g xx a x a

f
x a

( )⎡⎣ ⎤⎦

=
( )
( )

⋅
( )
( )

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⇒
→ →

→

2

2

lim lim
'
'

lim
xx

g x
L

x a
L

g x
f x

L

( )
( )

=

→
=

( )
( )

⋅lim . 

Agrupando y sacando facto

'
'

2

rr común , queda  lim liL L L
g x
f x

L

Lx a
⋅

( )
( )

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⇒

=

⋅→

'
'

1 0
0

mm .

La solución  no es válida, pues 

x a

g x
f x

L

→

( )
( )

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

=

'
'

1

0 ees  . Despejando abajo se obtiene lim lim∞
∞

( )
( )

=
→ →x a x a

f x
g x

ff x
g x

'
'
( )
( )

.

Para saber más...
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Considera la función 

¿Cumple

f x x si x
x x si x

( ) =
≤

− + >
⎧
⎨
⎩

3

2

2
6 2

a)    las hipótesis del teorema del valor medio en el intervaloo [0, 3]?
¿Hay algún punto de la gráfica en el que la b)  rrecta tangente sea paralela a la recta que pasa por los puuntos 

     (0, (0)), (3, (3))?

Para que cualq

f f
Solución :
a)  uuier teorema sea de aplicación deben cumplirse todas sus hhipótesis. El teorema del valor medio 
    exige que la funnción sea continua en el intervalo [0,3]. El único posiblee punto de discontinuidad es . Se 

    verifica que: 

x

f

= 2

2(( ) = ( ) = = = ( ) = − +( ) ⇒
→ → → →− +
lim lim lim lim es c

x x x x
f x x f x x x

2 2

3

2 2

28 6 oontinua en [0,3].

    La siguiente hipótesis es que sea derrivable en (0,3). Sólo puede presentar problemas en : x = 2 ff x

f x f f
x

x

'

; ' '

2 3

12 2 2 6 2 2

2
2

2

−

=

+
=

( ) = =

= ( ) = − + = ⇒ /∃ ( ) ⇒    no tiene  porqué verificar el teorema del valor medio.

La pendib)  eente de la recta pedida vale  y la de m
f f

=
( ) − ( )

−
= =

3 0
3 0

9
3

3 lla recta tangente es la derivada, que será 

     f x
x

' ( ) =
3 2 ,,

,
si

si
. Para que dos rectas sean paralela

x
x x

<
− + >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2
2 6 2

ss, sus pendientes han de ser iguales. Planteamos 

     las  ecuaciones , siendo ambas soluciones válidas3 3 10
2

0x x= ⇒ = ± ,, y , que no es 

     válida. Los puntos p

− + = ⇒ = <2 6 3 3
2

20 0x x

eedidos son  y .

     En es

− −( )( ) = − −( ) ( )( ) = ( )1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,f f

tte ejemplo se ve que, a pesar de no cumplirse el terorema  del valor medio en el intervalo , existe un 
     pu

0 3,[ ]
nnto(1,1) en el cual la recta tangente es paralela a la reccta que pasa por los puntos (0, (0)), (3, (3)).

Se sabe qu

f f

ee la función  dada por 
    si   

f f x
ax bx x

: , ( )0 5
0 22

[ ] → =
+ ≤ <

�
cc x x+ − ≤ ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 1 2 5   si   
 es derivable en el intervalo (0,5)),

      y verifica que . 
¿Cuánto valen ,  

f f

a b

0 5( ) = ( )
a)  yy ?

¿En qué punto verifica el teorema de Rolle?
c

Soluci
b)  

óón
f f c c
:

a)  Como .
     El único posible pu

0 0 5 2 2( ) = = ( ) = + ⇒ = −

nnto de discontinuidad es :

     lim lim

x

f x ax bx
x x

=

( ) = +
→ →−

2

2 2

22

2 2

2
2 4 2 1 1 1( ) = + ( ) = ( ) = + −( ) = + = − ⇒

→ →

=−

+
a b f f x c x c

x x

c
; lim lim para qque sea 

     continua debe cumplirse que .

     

2 4 1a b

f

+ = −

' 22 2 4 2 1
2 1

1
22

2

−
=

+

=

( ) = + = + ( ) =
−

= ⇒a bx a b f
xx

x

; ' para que sea derivabble . 

     

a b+ =4 1
2

E j e m p l o sE j e m p l o s

20.

21.
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     Resolviendo el sistema  se obtien
2 4 1

4 1
2

a b

a b

+ = −

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
ee , , con lo que la función es 

     

a b

f x
x

= − =

( ) = − +

3
2

1
2

3
2

1
2

xx x

x x
f

2 0 2

1 2 2 5
0

,

,
,

si

si
.

Como  es continua en 

≤ <

− − ≤ ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

b)  55 0 5[ ] ∈( ), derivable en (0,5) y (0) = (5), existe un  f f c , ttal que 

    . El teorema

f c

c c

c

' ( ) = ⇒

⇒
− + = ⇒ =

−
≠

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0

3
2 0 3

2
1

2 1
0

  se cumple en .

Aplicando el teorema de Lagrange o del

c = 3
2

  valor medio, demuestra que, para , se verifica: 

arctg

x > 0

22
1 2x x x

x
Solución

( ) − ( ) <
+

arctg .

Identificamos los términos d
:

eel teorema:  y el intervalo es , con f x arctgx x x x( ) = [ ] >,2 0.. 

La función es continua en  y derivable en ( ), x x x x, ,2 2[ ] ppues  siempre existe, ya que el denominador 

nu

f x
x

' ( ) =
+
1

1 2

nnca es cero. Por ello,  tal que ∃ ∈( ) ( ) = ( ) − ( )c x x f c
f x f x

, '2
2
22

2

2
1 2

x x
f x f x x f c

arctg x arctgx x
c

x c

−
⇒ ( )− ( ) = ⋅ ( )⇒

⇒ ( )− =
+

<

'

. 

Como << ⇒ < < ( ) ⇒ + < + < + ( ) ⇒
+

>
+

>
+ ( )

2 2 1 1 1 2 1
1

1
1

1
1 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2x x c x x c x

x c x
, poor lo que 

, para todo x positivo.

De

arctg x arctgx x
x

2
1 2( ) − <
+

ttermina los valores de  y  para los cuales lima b ax bx
x→

+
0

2 ++ − =

+ + − = ( ) =
→

1 1

1 0
0

2

0

2

2

cos

:
cos

x
x

Solución
ax bx x

x
ind

x

sen
.

lim
sen

LL Hôpital

x

ax b senx
x x

b b
'

cos
lim  para que el límit
→

+ + = ⇒ =
0 2
2

2 0
0 ee pueda ser finito.  

lim
x

L Hôpiax senx
x x

ind
→

+ = ( ) =
0 2
2
2

0
0cos

' ttal

x

a x
x x senx

a a a

f

lim .

Sea  

→

+
−

= + ⇒ + = ⇒ =
0 2 2 2

2
2 4

2 1
2

2 1
2

1 1
2

cos
cos

uuna función real de variable real, derivable y con derivadda continua en todos los puntos y tal que f
f f

0 1
1 2

( ) =
( ) =

;
; '' ; '

'
0 3 1 4

0
( ) = ( ) =

( ) ( ) =
f

g g x f
. Se pide:

  Calcular , siendo a) xx f

f x f x
e

Solució
x x

+ ( )( )
( )⎡⎣ ⎤⎦ − +( )

−→

0

2 1
10

2

.

  Calcular lim .b)

nn :

22.

23.

24.
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a)  g x f x f f x f g
gla de

la cadena

' ' '
Re

( ) = + ( )( )⎡⎣ ⎤⎦
′

= + ( )( )⇒ (
( )

0 0 0
1

)) = + ( )( ) = +( ) = ( ) =f f f f' ' '0 0 0 1 1 4.

     Al aplicar la regla de lla cadena quedaría . Teniendo en cuenf x f x f' '+ ( )( ) ⋅ + ( )( )0 0 tta que , 
     por ser (0) una constante, 

x f
f

( ) = ( )( ) =' , '1 0 0
sse obtiene lo escrito. Se podía haber sustituido al princiipio y haber usado 

     , pues (0) = 1.

 lim

g x f x f( ) = +( )1

b)
xx x

Lf x f x
e

f f
ind

→

( )⎡⎣ ⎤⎦ − +( )
−

=
( )⎡⎣ ⎤⎦ − ( )

= − = ( ) =
0

2 22 1
1

2 0 1
0

2 2
0

0
0

' HHôpital

x x

f x f x f x
e

f f f

lim  

    
→

( )⋅ ( ) − +( )
=

= ( )⋅ ( ) − (
0

4 1

4 0 0 1

' '

' ' )) = − =12 4 8.

¿Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcióón  en el intervalo ? En caso afirmf x
x

x
( ) =

−
−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥2 1

1
2

1
2

, aativo, halla 

el punto  que menciona el teorc∈ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

1
2

, eema.

Descomponiendo, queda 
si

Solución

f x

x
x

x

x
x

:

,
( ) =

−
−

<

−

2

2

1
0

1
,, si

. El único punto problemático es  (del va
x

x
≥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

=
0

0 llor absoluto), pues 

 ( del denominador).x = ± ∉ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1 1
2

1
2

,   

 lim lim limContinuidad : f f x x
x

f x
x x x

0
1

0
0 0 2 0

( ) = ( ) = −
−

= = ( )
→ → →− +

==
−

⇒

( ) = +

−( )

→

−

lim es continua.

 

x

x
x

f x
x

0 2

2

2

1

0 1
1

Derivabilidad : ' 22

0

2

2 2

0

1 0
1

1
1 0

x x

f
x

x
f

=

+

=

= ( ) = − +( )
−( )

= − ⇒ /∃ ( )⇒; ' '  no es derivablle, por lo que no 

está obligada  a verificar el teorema dee Rolle.
Observando la forma de la derivada, vemos que nuncca se anulará, pues el numerador o siempre es positivo o ssiem-
pre negativo. En este ejemplo se observa l importanciia de la derivabilidad.

La función  verifica quef x x( ) = −1 23   . Sin embargo, su derivada no se anula en elf f−( ) = ( ) =1 1 0   interior del in-
tervalo ( ). ¿Contradice este resulta−1 1, ddo el teorema de Rolle?

Los teoremas no se pueden
Solución :

  contradecir. Si no se verifican es porque alguna de sus hhipótesis no se cumple. 
Para que se cumpla el teorema de RRolle, la función debe ser:
Continua:  es continua en , f � ppor lo que también lo será en .

Derivable: 

−[ ]
( ) = −

1 1
2

3

,

'f x
xx

f f f
3

0 2
0

0 1 1⇒ ( ) = − ⇒ /∃ ( )⇒ −' ' , no es derivable en ( ).

Al no cummplir las 3 hipótesis, no está obligada a cumplir la tesiss.

Usando el teorema del valor medio, calcula una valor aprroximado para .

Si en el teorema del valor med

283

Solución :

iio usamos el intervalo , podemos escribir que x x h
f x h

, +[ ] +(( ) − ( )
=

f x
h

25.

26.

27.
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= ( ) < < + ⇒ +( ) = ( ) + ( ) ( ) =f c x c x h f x h f x hf c f x x' , ' . En este caso, . 3 UUn valor de referencia es 27, pues 

. Luego x = 3. La27 33 =   aproximación más sencilla consiste en hacer f c f x' '( ) ≅ ( ) = ff
x

h f f f

x

' 27 1
3

1
27

1 28 27 1 27

23
27

( ) = =

= ( ) = +( ) ≅ (
=

 

y   . Quedaría )) + = + ≅1
27

3 1
27

3 0370, . Con la calculadora se obtiene 3,0366.

DDemuestra que la ecuación  sólo puede tener unax kx3 2 3 0+ + =   solución real si  es positivo. Encuentra un inter-
valo 

k
ddonde se halle dicha solución.

 es c
Solución
f x x kx

:
( ) = + +3 2 3 oontinua y derivable en , por lo que también lo será en c� uualquier intervalo de la recta real 

(es un polinomio). f −22 5 4 0 0 3 0 2 0 0( ) = − − < ( ) = > ⇒ ∃ ∈ −( ) ( ) =k f c f c
th de Bolzano

, ,  tal que .  Para ver que es único 
procedemos por reducción al absurdoo: tiene otra raíz , por lo que la función verifica el td eeorema de Rolle en , 
pues . Así, existirá

c d
f c f d

,[ ]
( ) = ( ) = 0   un  tal que . Pero , para x c d f x f x x k0 0

20 3 2 0∈( ) ( ) = ( ) = + ≠, ' ' kk
d

> 0. Por 
eso, no puede existir tal punto , de modo que laa función sólo tiene una raíz y la ecuación una única soluución.
Esta forma de proceder es habitual para demostrar quue una ecuación sólo tiene una raíz. Se podría pensar a paartir 
del crecimiento (al ser  siempre positivo, la funf ' cción siempre creciente) y del comportamiento asintótico 
( llim lim ).

Calcula ,  y  para que 

x x
f x f x

a b c f x

→−∞ →∞
( ) = −∞ ( ) = ∞,

(( ) =
+ + ≤

+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

ax bx x
cx b x

2 5 2

2
2

,

,

si

si
 cumpla las hipótesis dell teorema de Rolle en el intervalo 

 y halla el punto0 4,[ ]   donde verifica la tesis.

El único punto problemá
Solución :

ttico para la continuidad y la derivabilidad es .x = 2

Continuuidad :  lim lim limf f x ax bx a b f
x x x

2 5 4 2 5
2 2

2

2
( ) = ( ) = + +( ) = + +

→ → →− +
; xx cx b c b

f ax b

x

x

( ) = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= +

( ) = +

→

−
=

lim .
2

2

2

2 2Derivabilidad :  ' == + ( ) = =

( ) = = ( ) = +

+

=

4 2
2 2

0 5 4 2

2

a b f c c

f f c b

x

; ' .

. Se plantea y se reesuelve el sistema , obten

4 2 5

4
2

2 5

a b c b

a b c

c b

+ + = +

+ =

+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

iiendo 

. si
si

a b

c f x x x
x x

= = −

= ( ) = − ≤
>

⎧
⎨
⎩

⇒ −

5 15

10 10 15 2
5 2 10 10

, ,

' ,
, 55 0 3

20= ⇒ =x .

28.

29.
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5. Aplicaciones de la derivada
5.1. Ecuación de la recta tangente

Geométricamente la derivada surge para dar respuesta al problema del cálculo de la recta tangente a una
curva en cualquier punto. Como la pendiente de dicha recta es la derivada en el punto, la ecuación es: 

A veces se usa la recta normal, que es perpendicular a la tangente. Recordando que para que dos rectas en
el plano sean perpendiculares el producto de sus pendientes debe ser –1, tenemos: 

y y
f x

x x− = −
( )

−( )0
0

0
1

'
.

y y f x x x− = ( ) −( )0 0 0' .

Halla la ecuación de la recta tangente a   en ely x x= − +3 5 62   punto (1,4).
 

Hay que averiguar 
Solución

f y x y
:

'( ) ' '1 6 5⇒ = − ⇒ (( )
:

1 6 5 1
4 1

1= − = ⇒

− = − ⇒
=

x
y x r

x Sustituyendo en la fórmula queda 
yy x= + 3.

30.

23. Determina el valor de m y de n para que la función                                     cumpla las hipótesis del teorema 

del valor medio en el intervalo [–4,2], así como los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema.

24. Demuestra que si una función continua y derivable f tiene n raíces x1, x2 ... xn, su derivada f ' tiene al menos n–1 raíces.
¿Podemos afirmar el resultado inverso: si f ' tiene n –1 raíces, f tiene n raíces?

25. Si la función f es derivable en todo �, f (1) = 1 y su derivada f ' verifica que f '(x) ≥ 2, ∀x∈�, ¿podemos afirmar
que f (51) ≥ 101 ? ¿Qué verificará f (101)?

26. Demuestra que la ecuación                                 sólo tiene una raíz real. Encuentra un intervalo en el que se encuentre
dicha raíz.

27. Justifica por qué, aunque en los siguientes casos se verifica que f (–2) = f (2), no hay ningún valor c ∈ (–2, 2) tal que
f '(c) = 0 y no se contradice el teorema de Rolle.

a)  

b)  

f x
x

g x x

( ) =
( ) = −

1

2
4 .

.

x tgx3 3 5 0+ − =

f x x nx x
x m x

( ) = + < −
+ ≥ −

⎧
⎨
⎩

2

3
2
2

,
,

si
si

A c t i v i d a d e s

E j e m p l o sE j e m p l o s
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Halla la ecuación de la recta tangente a la función coseno  hiperbólico  en  .

Hay que halla

Chx e e x

Solución

x x

= + =
−

2
3ln

:

rr   y   luegoCh e e Ch x e e

Ch

x x

ln '

' l

ln ln

3
2

3 3
3

0
2

3 3

( ) = + = − = ( ) = −− −

nn : ln : ln
ln ln

3
2

3 3
2

3 3 3 3 3 3
3 3

( ) = − = + = ⇒ = −( ) ⇒ = −
−e e r y x r y x .

 
¿En qué  punto la recta tangente a la gráfica de la función y x= +2 55 6x −  es paralela a la bisectriz del primer cua-
drante? Hálllese el punto de tangencia. 

 
Para que dos recta
Solución :

ss sean paralelas han de tener la misma pendiente. La bisecctriz del primer cuadrante es la recta
  y la pendiy x m= ⇒ = 1 eente de la recta tangente es . Como  f x x x' 0 0 02 5 1 2( ) ⇒ + = ⇒ = −

yy y f r y x0 2 12 2 1 12 2= −( ) = − −( ) = − −( ) = − −( )  y , la tangente es ' : ⇒⇒ = −

− −( )
r y x:

,
10

2 12
 y el punto de tangencia 

.

Halla la ecuaciión de la recta tangente y de la recta normal a la gráficaa de la función  en el punto de abs-
cisa  . 

f x x
x

So

x( ) =
=

2

1
llución

f f x

:

; '

 

para calcular  hay que usar la deriva1 1( ) = ( ) cción logarítmica: ln ln
'

ln

'

f x x x
f x
f x

x x x

f x

( ) = ⇒
( )
( )

= + ⇒

⇒ ( ) =

2 2

2xx x x x fxln '+( ) ⇒ ( ) = ⇒
2

1 1 La recta tangente tiene por ecuación rr y x
r y x n y x n y x

:
: : :

− = − ⇒

= − = − −( ) ⇒ = − +

1 1
1 1 2 y la normal es  .

Averrigua la ecuación de la recta tangente y de la recta normaal a la elipse de ecuación   en el 

punto 

16 9 144 0

5

2 2x y+ − =

,−−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ = ⇒ = − ⇒ ( ) = −

−
=

8
3

32 18 0 16
9

5 16 5

9 8
3

.

Solución

x yy y x
y

y

:

' ' '
·

22 5
3

8
3

2 5
3

5

⇒

+ = −(

la ecuación de la recta tangente  es  r

r y x: )) ⇒ = −

+

r y x n

n y

:

:

2 5
3

6

8

. La ecuación de la recta normal  es:  

33
3

2 5
5 3

2 5
7
6

= − −( ) ⇒ = − −x n y x: .

31.

32.

33.

34.
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5.2. Monotonía: crecimiento y decrecimiento
El término monotonía hace referencia al crecimiento o decrecimiento de las funciones. Claramente f es creciente

si al aumentar x aumenta f ; y decreciente si al aumentar x disminuye f. En rigor, una función es monótona creciente
o simplemente creciente en x = a cuando f(a + h) ≥ f (a) y f(a –h) ≤ f(a), si h > 0.  Si no aparece la igualdad diremos
que la función es estrictamente creciente, aunque habitualmente se usa el término creciente en el sentido de
estrictamente creciente. 

La definición para el caso de que la función
sea decreciente en x = a no debe plantear
problemas. Será estrictamente decreciente
cuando 

f (a + h) < f (a) y f (a –h) > f (a), si h > 0.

Usando el teorema del valor medio podemos
encontrar otra caracterización mejor para la

monotonía: Sea f continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si f ' (x) > 0 en todo (a, b), entonces f es creciente en
[a,b].

Se puede demostrar otro teorema análogo para las funciones decrecientes, por lo que cambiamos las definiciones
por otras alternativas que dicen: 

f es creciente en [a,b] si  f ' (x) > 0 y decreciente si  f ' (x) < 0, ∀ x∈(a, b). 

De este modo, estudiar el crecimiento de una función no es más que estudiar el signo de su derivada: la
función es creciente en aquellos intervalos en los que su derivada es positiva y decreciente en aquellos en los que
su derivada es negativa.

Demostración: consideremos dos puntos cualesquiera   x x h, + ddel intervalo [ ], con ;  cumple las 

hipótesi

a b a x x h b f, ≤ < + ≤

ss del teorema del valor medio en , por lo que x x h c x, +[ ] ∃ ∈ ,, 'x h
f x h f x

h
f c

f x h f x f

+( ) +( ) − ( )
= ( ) > ⇒

⇒ +( ) > ( )⇒
 tal que 

 es cre

0

cciente para cualesquiera  y , luego  es creciente enx x h f+   [ ].a b,

DERIVADA DE UNA FUNCIÓN. APLICACIONES (I)
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( ) =
−1

2

f x x
x

ln ,Dada la función  con  , halla un punto  tal que la recta tangente ax a f a> ( )( )1 ,   la gráfica de  en ese 

punto sea paralela al eje OX.

f

Solucción :  
Usando las propiedades del logaritmo podemos descompponer la función como:

 f x x x f x
x x

x( ) = − −( )⇒ ( ) = −
−

=2 1 2 1
1

2ln ln ' −− −
−( )

= −
−( )

⇒ ( ) = −
−( )

2
1

2
1

2
1

x
x x

x
x x

f a a
a a

' . Para que sea paralella 

al eje OX, la pendiente debe ser cero:   y f a a' ( ) = ⇒ =0 2   . El punto es el  y la recta tangente 
es 

f 2 4 2 4( ) = ( )ln ,ln
  .r y r y: ln : ln− = ⇒ =4 0 4

35.

a a+h

f(a)
f(a+h)

f

f creciente a a+h

f(a)
f(a+h) f

f decreciente 
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5.3. Extremos relativos o puntos críticos
¿Qué sucede si f ' (a) = 0 o f ' (b) = 0? En estos puntos, la recta tangente será una

recta horizontal, paralela al eje OX. Si la función cambia su comportamiento, pasando
de crecer a decrecer o a la inversa, presenta  un máximo o un mínimo relativo,
respectivamente. Estos, como ya sabes, son los puntos críticos o extremos relativos
de la función.

La condición no es sólo que la derivada se anule, sino que cambie la monotonía.
Si no se produce un cambio en el crecimiento, no hay extremo relativo.

a
b

f’(a)=0

f’(b) =0

Estudia la monotonía y halla los extremos relativos de  f x(( ) = −2 1
3

2 3x x

Solución

. 

Calculamos e igualamos la derivada 

:

aa cero: . 

       

f x x x x x f x x x
x' '( ) = − = −( ) ⇒ ( ) = ⇒ − = ⇒ =
={4 4 0 4 0 4

0
2

                                                     En la  tabla adjunta se estudia el signo de y, simultáneamentf ' ee, se indica el 
                                                            comportamiento de la función. Hay un mínnimo relativo en  

                         

0 0 0 0, ,f ( )( ) = ( )
                                    y un máximo relativo enn  .

Dada   estudia su monoton

4 4 4 32
3

2
1

, ,f

y
x x

x

( )( ) = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
−

íía y halla sus puntos críticos. 

Separamos el val

Solución :

oor absoluto:  
si

si
. Su dominy

x
x

x

x
x

x
= +

<

−
≥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2
1

0

2
1

0

2

2

,

,
iio es {±1}. Es continua en , pues

lim lim

� − =

= =
→ →− +

x

y y
x x

0

0
0 0

,, y también derivable, pues: y
x x
x

y
x

' '0
2 2

1
02

0

−

=

( ) = +( )
+( )

= = 00
2 2

1
2

2

0

+

=

( ) = −( )
−( )

=

x x
x

y

x
x

. Por ello, la 

derivada será:  '

xx
x

x
NUM x
DEN en R

x x

+( )
+( )

< ⇒
= ⇒ = − /<( )
> − −{ }

⎧
⎨
⎩

−( )

2
1

0 0 2 0 0
0 1

2 2

2 , si

xx
x NUM x

DEN en R−( )
≥ ⇒

= ⇒ =
> −{ }

⎧
⎨
⎩

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪ 1

0 0 0 2
0 12 , ,si

. Hay que esstudiar cada fracción por 

                                                                       separado, en los inntervalos en los que están definidas. Presenta un  
                                                                        máximo relativo en  y un mínimo − −( )( ) = − −( )2 2 2 8, ,y rrelativo en 
                                                                      . En  no hay cam2 2 2 8 0, ,y x( )( ) = ( ) = bbio en el crecimiento, por lo 
                                                                        que no es un eextremo relativo. Necesitamos calcular la derivada se-
gundda para poder dilucidar qué ocurre en dicho punto. Adelanttándonos un poco, podemos calcularla y obtendría-

mos  y '' 00 4
1

4 0 4
1

4 03

0

3

0

−

=

+

=

( ) =
+( )

= ≠ ( ) =
−( )

= − ⇒ /∃ ( )
x

y
x

y
x x

'' '' . 

36.

37.

(–∞, 0) (0, 4) (0, ∞)

sgn[x(4–x)] – + –

f D↓ C↑ D↓

(–∞,– 2) (– 2, 0) (0, 2) (2, ∞)
sgn y' + – – +

f C↑ D↓ D↓ C↑

E j e m p l o sE j e m p l o s
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Estudia la monotonía de 
si

si
 y f x

x x x

x
x

( ) =
− + <

− ≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3 3 2 3
10 3

hhalla sus extremos relativos.

Al ser una función 
Solución :

ddefinida a trozos, su derivada también lo es, por lo que hhay que estudiar el crecimiento en cada 
uno de los trozos  separadamente. Previamente hay que averiguar si es derivaable en , que es el único punto 

problemático ( , que

x

x

=

=

3

0   afecta a , no entra en su intervalo de definición):− 10
x

f (( ) ; ( ) ; ( )3 10
3

3 2 20
3 3

3

3
= − = − +( ) = =

→ → → →− +
lím lím lím lím

x x x x
f x x x f x

33

10 10
3

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= − ⇒

x
No es continua, por lo que tam-

poco es deerivable en . La derivada queda como: 
si

x f x
x x

= =
− <

3
3 3 32

'( ) 110 3
0

2x
x

f x
si

                                  

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ = ⇒'( )

                                    ⇒
− = ⇒ = ±

> ⇒

3 3 0 1
10 0

2

2

x x

x
f

.

ccreciente en
f

3, .∞( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒  tiene un máximo relativo  

                                                                         en  y un mínimo relativo en − −( )( ) = −( )1 1 1 4 1 1, , ,f f (( )( ) = ( )

( ) = +

1 0

1
2

8

, .

Considera la función . Averigua si f x x
x

ttiene máximos o mínimos relativos y máximos o mínimos absoo-

lutos. En caso afirmativo, calcúlalos.
Solución

f x

:

' ( ) = 1
2
−− ⇒ ( ) = ⇒ = ⇒ = ± − −( )( ) = −8 0 16 4 4 4 42

2

x
f x x x f' ,. Máximo relativo en ,,−( )4  y mínimo en 

                                                                 .
                 

4 4 4 4, ,f ( )( ) = ( )
                                                  Los máximmos y mínimos absolutos los hallamos estudiando las asíntootas 

                                                                   de la función. 
                                                                   Tiene una asíntota vvertical en , y se verifica que

lim

x f x

f
x

x

= ( ) = −∞
→

→

−

+

0
0

0

lim ,

xx( ) = ∞, por lo que no tiene ni máximo ni mínimo absoluto. TTambién verifica que lim .

Demuestra que 

x
f x

y x x s

→±∞
( ) = ±∞

= − −3 een xπ  tiene un máximo relativo en el intervalo  y un−( )1 0,   mínimo relativo en el 
intervalo .1 0

3 12

,
:

'

( )

= − −
Solución
y x ππ πcos 'x y. La ecuación  sólo se puede resolver por métod= 0 oos numéricos (es una ecuación tras-
cendente). Al ser  cy ' oontinua, aplicamos el teorema de Bolzano y encontramos inttervalos en los que la derivada 
primera se anule: 

y ' −( ) =1 33 1 2 0 0 1 0 1 0 0− + = + > ( ) = − − < ⇒ ∃ ∈ −( ) ( ) =π π π; ' , 'y c y c
Bolzano

 tal que .. Por lo tanto,  tiene un ex-
tremo relativo en . Como 

y
c y   crece a la izquierda de  y decrece a su derecha, se trac tta de un máximo relativo.

y d
Bolzano

' ,1 3 1 2 0 0 1( ) = − + = + > ⇒ ∃ ∈(π π )) ( ) = tal que . Como  decrece a la izquierda de  y cy d y d' 0 rrece a su 
derecha, se trata de un mínimo relativo.

38.

39.

40.

(–∞,– 1) (– 1, 1) (1, 3) (3, ∞)
sgn f ' (x) + – + +

f C↑ D↓ C↑ C↑

(–∞,–4) (–4, 4) (4, ∞)
sgn f ' + – +

f C↑ D↓ C↑
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6. Derivadas sucesivas
Al ser la derivada una función, tiene sentido calcular la derivada de la derivada. La derivada segunda es la  tasa

de variación instantánea de la derivada. Se define como:

Este proceso se puede prolongar indefinidamente, obteniéndose la derivada tercera f ''' (que es derivar la derivada
segunda), la derivada cuarta f' v (que es derivar la derivada tercera), la derivada quinta f v(derivar la derivada cuarta)…,
la derivada n-sima o enésima f (n. Observa la notación: se usan números romanos para las primeras y un paréntesis
con el grado para las de orden superior (n con el fin de no confundirlas con las potencias. Estas derivadas de
órdenes superiores o sucesivas se calculan con las mismas reglas que la derivada, que ahora se llama derivada
primera (y simplemente derivada cuando no hay confusión posible).

La notación se completa definiendo f (0 = f . A partir de la existencia de las derivadas de distintos órdenes, se catalogan
las funciones. Así, el conjunto C0 está formado por todas las funciones continuas; C1 lo forman las que son derivables
una vez, C2 las que son derivables dos veces… C∞ lo forman aquellas que pueden derivarse indefinidamente.

Las derivadas de órdenes sucesivos se utilizan para calcular el desarrollo en serie de Taylor para una función,
utilísima herramienta que permite averiguar el valor de la raíz cuadrada, seno, coseno, exponencial, logaritmo, etc.
de cualquier número L, aunque sólo está dirigido a los alumnos muy interesados. 

f x f x h f x
hh

''( ) '( ) '( )= + −
→

lím
0

Calcula la derivada cuarta de   ;     a) b)y x x x y x= − + − =3 23 6 5
xx +1

. Encuentra una fórmula para la derivada 

enésima de esttas funciones.

  
Solución

y x x y x y y I
:

' ; '' ; ''' ;a) = − + = − =3 6 6 6 6 62 VV ny n

y
x

y
x

y
x

= ⇒ = ∀ >

=
+( )

= −
+( )

= ⋅
+( )

0 0 3
1

1
2
1

2 3
12 3 4

( ,

' ; '' ; '''

.

  b) ;; ! .(y
x

y n
x

IV n n
n= − ⋅ ⋅

+( )
⇒ = −( )

+( )
+

+

2 3 4
1

1
15

1
1

Calcula la derivadda quinta de  ;   . Encuentra una fórmula) b)y e y xx= = +( )ln 1 aa para la derivada enésima de 
estas funciones.
Solución :
a)    .

   

y y y y y y e

y
x

y
x

IV V n x' '' '''

' ; '' ;

(= = = = = = =

=
+

= −
+( )

…

b) 1
1

1
1 2 yy

x
y

x
y

x
y

nIV V n n''' ; ; (=
+( )

= − ⋅
+( )

= ⋅ ⋅
+( )

⇒ = −( ) −+2
1

2 3
1

2 3 4
1

1
1

3 4 5
1 (( )

+( )

= =

!
.

1 x

y senx y

n

Calcula la derivada quinta de  ;   a) b) ccos x. Encuentra una fórmula para la derivada enésima de 
esstas funciones.

   
Solución

y x y senx y x
:

' cos ; '' ; ''' cosa) = = − = − ;; ; cosy senx y xIV V= = ⇒ Para hallar la fórmula hay que separarloo 
      en derivadas de orden par (con )  y de orden im2n ppar (con ): .

 

2 1 1 12 2 1n y senx y x

y

n n n n+ = −( ) = −( )

= −

+( (; cos

'b)  ssenx y x y senx y x y senx
yIV V

n n

; '' cos ; ''' ; cos ;
(

= − = = = − ⇒
= −( )+ +2 1 11 ssenx

y xn n( cos2 11= −( )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪
+ .

E j e m p l oE j e m p l o

41.

42.

43.
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Curvatura y puntos de inflexión

Una función presenta dos curvaturas diferentes, definidas a partir de una recta
secante: si la función va por encima de la recta, decimos que es convexa por arriba,
convexa o que tiene la forma ⋂. Si va por debajo de la recta, podemos decir que es
convexa por abajo, cóncava o que tiene la forma ⋃. Como los comportamientos son
complementarios (lo que visto desde arriba es convexo, desde abajo es cóncavo y
viceversa), calificamos los comportamientos con su representación gráfica, ⋂ ó ⋃.

Como ocurre con el crecimiento, la definición no es práctica para los cálculos,
por lo que se usa  otro procedimiento más cómodo. 

La derivada segunda indica en qué forma cambia la monotonía de una función, por
lo que se usará para estudiar la curvatura: cuando la función es convexa por arriba,
su derivada decrece (líneas punteadas de la gráfica), por lo que su derivada segunda

será negativa; cuando la función es convexa por abajo, la derivada crece (líneas punteadas de la gráfica), por lo
que la derivada segunda será positiva. 

Un punto de inflexión es aquel en el que la función cambia su curvatura de forma continua. Así, la condición para
el punto de inflexión es que la derivada segunda se anule y se produzca un cambio en la curvatura en dicho punto.

Por lo tanto, estudiar la curvatura de una función consiste en estudiar el signo de su derivada segunda. En resumen:
● f es ⋂ en los intervalos en los que f ''(x)<0.
● f es ⋃ en los intervalos en los que  f ''(x)>0.
● f tiene un punto de inflexión en aquellos puntos en los que  f ''(x) = 0 y hay un

cambio en la curvatura.
Apoyándonos en los resultados anteriores, podemos afirmar que f tiene un

máximo relativo en x0 cuando f '(x0) = 0  y f ''(x0) < 0, y un mínimo relativo cuando
f '(x0) = 0  y f ''(x0) > 0. Este criterio presenta problemas cuando también f ''(x0) = 0, por lo que, si ocurre tal cosa,
recurrimos a la tabla de crecimiento.

DERIVADA DE UNA FUNCIÓN. APLICACIONES (I)

8UNIDAD

r
r

f f

Convexa por 
arriba

Convexa por 
abajo

f’’(x)>0

f’’(x)<0

f’’(x0)=0

Estudia la curvatura de la función  .f x x x
x

Solución

( ) = −
+

3
2

2

::

' ; ''

 

f x x x
x

f x
x x x x

( ) = + −
+( )

( ) =
+( ) +( ) − + −( )⋅3 12 2

2

6 12 2 3 12 22

2

2 2 22 2

2
6 12 2 2 3 12 2

2
28

4

2

3

x

x

f x
x x x x

x x

+( )
+( )

⇒

( ) =
+( ) +( ) − ⋅ + −( )

+( )
=

+
''

22
0
0 23( )

⇒ >
= ⇒ = −

⎧
⎨
⎩

NUM
DEN x raíz triple( )

La función cambia de cuurvatura en , pero no tiene punto de inflexión, pues x = −2 nno lo hace con continuidad, sino 
en la asíntota vertical dde la función y .f x f'' ''( ) ≠ /∃ −( )( )0 2

E j e m p l o sE j e m p l o s

44.

(–∞, –2) (–2, ∞)

– +

f ⋂ ⋃

sgn 28
2 3x +( )

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

Este comportamiento suelen tenerlo las fracciones algebraicas. Para obtenerlo
hay que simplificar en la derivada segunda, sacando factor común en el numerador
antes de operar. En caso contrario, el denominador sería un binomio a la cuarta,
siempre positivo, y el numerador se anularía, apareciendo un falso punto de
inflexión. Podemos darnos cuenta del error porque la derivada segunda en ese
punto sería una indeterminación 0_0 , que se convierte en ∞ ó –∞ al ser resuelta.
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Estudia la curvatura y averigua los puntos de inflexión de  las siguientes funciones:    ;   

  

a)

b)

y x
x

y x x

=
+

= −

2

4 3
2

12 6
−− +

= −

+( )
⇒ =

−( )
+( )

⇒

x

Solución

y x
x

y
x x

x
NUM

2

2

2 2

2

2 3

5

2
2

2 6

2

.

  

:

' ''a) == ⇒ = = ±
>

⎧
⎨
⎩

⇒

− −⎛

⎝
⎜⎜

⎞

0 0 6
0

6 6
8

x x
DEN

,

,

 

    Puntos de inflexión: 
⎠⎠
⎟⎟ ( ) ⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

= − − ⇒ = − − ⇒ =

; , ; ,

' '' ''

0 0 6 6
8

3 2
2 2 0

3 2
2

.

  b) y x x x y x x y ⇒⇒ = − ⇒

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
( )

x 1 2

1 17
4

2 1

,

, ; ,

 

    Puntos de inflexión: .

Estuddia la curvatura y averigua los puntos de inflexión de lass siguientes funciones: 
   ;      a) b)y x y x x e= +( ) = +( )ln 2 21 xx

Solución

y x
x

y x
x

NUM x
DEN

−

=
+

⇒ = −

+( )
⇒ = ⇒ = ±

1

2

2

2 2
2

1
2 2

1
0 1

.

  

:

' ''a)
>>

⎧
⎨
⎩

⇒

−( ) ( )
0

1 2 1 2

  

     Puntos de inflexión: .
  

,ln ; ,ln
'b) y == + +( ) ⇒ = + +( ) ⇒ = ⇒ + + = ⇒ = − − ⇒− −x x e y x x e y x x xx x2 1 2 1 23 1 5 4 0 5 4 0 4 1'' '' ,

      Puntos de inflexión:  ,  .

Calcula

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−( )4 12 1 05, ,
e

rr el valor de a para que  tenga un mínimo rf x x ax
x

( ) = −
+

3
2

2

eelativo en . 

 

x

Solución

f x x a
x

a
x

=

( ) = ⇒ + −
+( )

= ⇒
=

2

2 0 3 12 2
2

0
2

2

2

:

' == ( ) =
+( )

⇒ = > ⇒

=

18 72
2

2 9
8

0

2

3; '' ''( )f x
x

f

f x tiene un mínimo en  ccuando 

Estudia la curvatura y halla los puntos de in

a = 18.

fflexión de  .

 

y x x x
Solución

y x x x si x
x x

= − −

= − − + <
− −

3 2

3 2

3 2

2

2 0
2

:
,

xx si x
y x x si x

x x si x,
' ,

,≥
⎧
⎨
⎩

⇒ = − − + <
− − >

⎧
⎨
⎩0

3 2 2 0
3 2 2 0

2

2 . No es deriivable en , pues  

. 

x

y y y x si x

=

( ) = ≠ ( ) = − = − − <− +

0

0 2 0 2 6 2 0
6' ' '' ,

xx si x y x

y

− >
⎧
⎨
⎩

⇒ = ⇒ = ±

− −⎛
⎝⎜

2 0 0 1
3

1
3

1
3

, ''

,

.

Puntos de inflexión: ⎞⎞
⎠⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = − −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −⎛

⎝⎜
⎞1

3
20
27

1
3

1
3

1
3

20
27

, , , ,y
⎠⎠⎟

 

45.

46.

47.

48.

(–∞,–√6
_

(–√6
_ 

,0) (0,√6
_
) (√6

_
,∞)

sgn y' ' – + – +
y ⋂ ⋃ ⋂ ⋃

(–∞,– 1_
3 ) (– 1_

3, 1_
3) (1_3,∞)

sgn y' ' + – +
y ⋃ ⋂ ⋃

(–∞,–1 ) (–1,2) (2,∞)
sgn y' ' + – +

y ⋃ ⋂ ⋃

(–∞,–1 ) (–1,1) (1,∞)
sgn y' ' – + –

y ⋂ ⋃ ⋂

(–∞,–4 ) (–4,–1) (–1,∞)
sgn y' ' + – +

y ⋃ ⋂ ⋃
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DERIVADA DE UNA FUNCIÓN. APLICACIONES (I)

8UNIDAD

Halla    y  del polinomio  para quea b c d p x ax bx cx d, , ( ) = + + +3 2   cumpla que  y tenga dos 
extremos relativos 

p p1 0 0 2( ) = ( ) =,
een  y .

Estudia la continuidad y la derivabilidad de

x x= =1 2

  si
si

 y halla la ecuación de f x x x
x x x

( ) = − ≥
−( ) <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
2 2
2 2

3 ,
,

lla recta tangente a

la gráfica de  en el punto (3,1).

Demu

f

eestra que la función  tiene un máximo relf x x senx( ) = −( )⋅1 2 aativo en el intervalo . Menciona los 

resultados

0
2

,π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  teóricos que uses.

Halla los puntos de la curva y x x= +1
4

42 ++ 4, en los que la tangente a esta curva pase por el punto  (0,0). Halla 

las ecuaciones de dichas tangentes.
Dada la ffunción  demuestra que existen  taf x x xx x( ) = − + − ∈( )2 1 1 2α β, , lles que  y . 
Menciona los teoremas que utili

f fα β( ) = ( ) =0 3'
cces.

Sea ( ) un polinomio de cuarto grado tal que:
1)  (

p x
p x)) es una función par;

2)  dos de sus raíces son ;
3

x x= = −1 5,
))  .
  Estudia su monotonía y averigua sus extremo
p 0 5( ) =

a) ss relativos. 
  Estudia su curvatura y encuentra sus punb) ttos de inflexión.  
  Esboza su gráfica.

Averigua los pun

c)

ttos del intervalo  donde  alcanza su0 2
2

,
cos

π[ ] ( ) =
−

f x senx
x

ss valores máximos y mínimos tanto 

relativos como absolutoss.
Halla los valores que deben tener   y  en la funcióa b c, nn  para que: 1) ; 2) la tangente 
a la

f x ax bx c f( ) = + + ( ) = −2 1 3
  gráfica en  es paralela a la recta ; 3)  alcanzax y x f= =0 2   el máximo en .

Estudia la curvatura de la función 
x

f x
= −1

( ))

'

= ⋅ + −( )
( ) = −( ) − +( )

e x x

f x x x x

x 2

2 2

10

4 8 7

.

Sabiendo que , halla llos intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los exttremos 
relativos de . ¿Tiene  un punto de inflexión en f f eel punto  ? Justifica razonadamente tus respuestas.
Dem

x = 4
uuestra que  tiene un mínimo relativof x x x x( ) = +( ) − +( )1 2 12ln   en el intervalo (0,1).

Estudia la monotonía y halla los exxtremos relativos, si existen, de .

Calcula los 

f x x
x

( ) = ln
2

vvalores del número real  sabiendo que a e ax
xx

ax

lim
→

− − =
0 2

1 8..

Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, exxtremos relativos, asíntotas y puntos de inflexión de 

f x( )) = ( ) ≤ ∀ ∈− +xe f x
e

x Rx . Demuestra que verifica que .

Se consi

1 ,

ddera , con  constante.
 Para cada valor de m h

f x x m m( ) = +2

a) aalla el valor de  tal que la recta tangente a la gráfia > 0 cca de  en el punto  
    pase  por el origen de c

f a f a, ( )( )
ooordenadas.

 Halla el valor de  para que la recta  sb) m y x= eea tangente a la gráfica de .f x( )

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

A c t i v i d a d e s
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R e c u e r d a

Teorema de Rolle. Sea f una función continua en  y dea b,[ ] rrivable en . Si  entonces  tal que a b f a f b c a b, ,( ) ( ) = ( ) ∃ ∈( ) ff c
f

'( ) = 0.
. Sea  una Teorema del valor medio o de Lagrange ffunción continua en  y derivable en , entonces a b a b, ,[ ] ( ) ∃cc a b

f c
f b f a

b a

∈( )

( ) = ( ) − ( )
−

,

'

 tal que 

.

Teorema del valor medioo generalizado o de Cauchy. Sean  y  funciones continuaf g ss en  y derivables en , entonces 

 tal qu

a b a b

c a b

, ,

,

[ ] ( )

∃ ∈( ) ee .

 : si 

f c
g c

f b f a
g b g a

'
'

l

( )
( )

=
( ) − ( )
( ) − ( )

Regla de L'Hôpital iim lim
'
'

lim lim
x a x a x a x

f x
g x

ó y
f x
g x

f x
g x→ → →

( )
( )

= ∞
∞

∃
( )
( )

⇒
( )
( )

=0
0 →→

( )
( )

− = −( )
a

f x
g x

y y f x x x

'
'

'( ) .

. 

: Ecuación recta tangente 0 0 0

UUna función  es  en el intervalo ( ) si f a b f xcreciente , '( ) >> ∈( ) <0 0 para todo  y es  cuando  parax a b f x, '( )decreciente   todo .
Una función  tiene un  en  

x a b
f x

∈( ),
punto crítico 0 ccuando . Es un  cuando  yf x f x'( ) ''( )0 00 0= <máximo relativo   un  cuando 

.
Una función  es  en

mínimo relativo
f x

f
''( )0 0>

∪    cuando  para todo  y es  cuando ( , ) ''( ) ,a b f x x a b f0 0> ∈( ) ∩ '''( ) ,x x a b
f

0 0< ∈( ) para todo . 
Una función  tiene un punto dde inflexión en  cuando  y cambia de curvaturax f x0 0 0''( ) =   en el entorno del punto 0x .

� Derivada de una función en un punto. . 

� Función derivada de f(x).                                                .

�

�

�

�

�

�

�

�

�

f x lím
f x h f x

hh
'( ) = +( ) − ( )

→0

f a lím
f a h f a

hh
'( ) = +( ) − ( )

→0

Tabla de derivadas de las funciones usuales
Función Derivada

k (constante) 0
x nn , ∈ℜ n x n⋅ −1

1
x

−1
2x

x
1

2 x
ex ex

ax ax ln a

ln x 1
x

loga x 1
x aln

sen x cos x
cos x - sen x

tg x 1 12
2+ =tg x

xcos

arc sen x
1

1 2− x

arc cos x
−
−
1

1 2x

arc tg x
1

1 2+ x

Álgebra de derivadas
f g f x g x
f g x f x g x f x g x
k f x

±( ) = ±

⋅( ) = ⋅ + ⋅

⋅( )

' '( ) '( )
'( ) '( ) ( ) ( ) '( )
'( ) == ⋅

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
′

= ⋅ − ⋅

k f x k cons te

f
g x f x g x f x g x

g x

'( ), tan

( ) '( ) ( ) ( ) '( )
( )[[ ]

≠

( )′ = − ⋅
[ ]

∈ℜ

( ) = ′

2

2

0, ( )

( ) '( )
( )

, ,

'( ) ( ( ))

g x

k
f x k f x

f x
k

f g x f g x� ⋅⋅g x'( )

Función Derivada

f x n( )( ) n f x f x nn⋅( ) ⋅ ∈ℜ−( ) '( ),1

ef x( ) f x ef x'( ) ( )⋅

ln ( )f x( ) f x
f x
'( )
( )

sen f x( )( ) f x f x'( ) cos ( )⋅

cos ( )f x( ) − ⋅ ( )f x sen f x'( ) ( )

tg f x( )( ) f x
f x

f x tg f x'( )
cos ( )

'( ) ( )2
21( ) = + ( )( )
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Simetría
   
   





 Periodicidad
    

f < 0 
f  > 0




  

Monotonía
Mínimo relativo        

Máximo relativo        

Curvatura
 es donde   

 es donde   
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UNIDAD 1. MATRICES

SOLUCIONARIOSOLUCIONARIO

1.   a) Tiene dimensión 2×3.
b) a12 = –2/5, a21 = 4 y a23 = –3.

2. x = –3, y = –7, z = 4.

3.

4.                              .

5.

6.

7.

8.

9. a) A B⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

1 1 1
2 3 1
4 2 0

0 1 2
0 2 3
1 0 4

1 3 9
1 8 17
0 8 14

⎜⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=; b) B A
0 1 2
0 2 3
1 0 4

1 1 1
2 3 1
4 2 0

10 7 11
16 12 2
17 9 1

7 6 2
12 13 5
8 10 6

2 2 11
32 2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+

;

c) A B 44 18
4 1 18

9 8 13
15 17 23
12 11 24

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
.

A B C( )+ =
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

−
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

− −
−

−

⎛

⎝

1 2
3 0
1 3

3 1 1
3 2 1

9 5 1
9 3 3
12 7 2

⎜⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⋅ + ⋅ =
− −
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

;

.A B A C
9 5 1
9 3 3
12 7 2

a) b) c)A B A B A B C+ =
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + =

−
2

3 1 7
2 12 6

3
2 3 7

6 8 3
1 15 9

; ; ( )
77 27 0

1 10 5
4 10 4

0 5 4
3 17 4

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⋅ =
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

;

; ;d) e) f)A C B C AA C B C⋅ + ⋅ =
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 15 9
7 27 0

.

A B⋅ = −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

−
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

− −
−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

1 2
0 3
1 2

1 1 0
2 3 1

5 7 2
6 9 3

3 5 2

⎞⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⋅ =
−
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

;

.B A
1 1 0
2 3 1

1 2
0 3
1 2

1 5
3 11

a) b) c)A B A B A B C+ =
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − =

− −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − + = ⋅

−
⎛

⎝
⎜

3 1
2 4

1 1
2 2

2 3 4 2
1 0
2 1

; ; ⎞⎞

⎠
⎟ − ⋅

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + ⋅

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

=
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ =

3
2 1
0 3

4
3 1
2 4

8 1
4 23

2
    ; d) A B

11
4 5

4 1
6 3

5 2
12 3

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟; ; ( ) .e) f)B A A B C

− =
− −
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟A

2 3 0
1 2 4

a) b) c)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0 0
0 0
0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

; ; Ejemploo Ejemplo 
1 2
0 3

2 0
0 3

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟; .d)
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10.

11.
.

12.

13. A
a b

ab a a b
A

a b
2

2

1 1
2

2 2
2 2

=
+ +
+ +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟; . Se establece la iigualdad, 

La igualdad de

a b
ab a a b a b

+ +
+ +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 1 2 2
2 22

  matrices da lugar al sistema: 
a
b

a b a
a b b

+ =
+ =
+ =

+ =

1 2
1 2
1 2

22

( )
⇒⇒

=
=

+ =
+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⇒
=
=

⎧
⎨
⎩

a
b a

b

1
1

1 1 1 2
1 1 2 1

1
1

2

( )
.

X X X
a
b c

a
b c

a
ab bc c

X
a
b c

2
2

2

0 0 0 2 2
0

= ⋅ =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

+
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⋅

⎛

⎝
⎜; ⎞⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

+
⎛

⎝
⎜

⎞

2 0
2 2

02

2

a
b c

a
ab bc c

Se establece la igualdad: 
⎠⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟=

De la igualdad de matrices se obtiene el 

2 0
2 2
a
b c

ssistema:
a a

ab bc b
c c

a y a
ab bc b

c y c

2

2

2
2

2

0 2
2

0 2

=
+ =

=

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⇒
= =

+ =
= =

⎧
⎨
⎪

⎩⎩
⎪

= = ⇒ =
= =

Para 0 y 0       0 = 2  ; 0    
Para 0 y 2   

a c b b
a c      2 2 ; identidad que afirma que b puede tomar cualqu⇒ =b b iier valor.

Para 0 y  0      2 2  ; el mismo resultada c b b= = ⇒ = oo anterior para b.
Para 2 y  2      2  + 2 2  ; 2 0a c b b b b= = ⇒ = =   ; 0.

Por tanto, las posibles matrices  son:  

b

X

=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠

0 0
0 0⎟⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟; ; ; .

0 0
2

2 0
0

2 0
0 2b b

a)

b)

A A A
x

y
x

y
x x y
x y y

x

2
2

2

1
1

1
1

1
1

= ⋅ =
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

− − −
+ − +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

22

2

1
1

1 2
2 1

− − −
+ − +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

+ −
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

x y
x y y

x

De la igualdad de matrrices se tiene:
x x

x y
x y

y

x x
2

2

21 1
2

2
1 1

2− = +
− − = −

+ =
− + = −

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⇒
− − ==
+ =

=
⇒

=
=

⎧
⎨
⎩

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0
2

0

0
22

x y
y

y
x

A A A2 3 40 1
1 0

0 1
1 0

1 0
0 1

0 1
1 0

=
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =; ;

11 0
0 1

4⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ,  a partir de  vuelven a repetirse el ciclo.

C

A

oomo 20 = 4 5,  = ( )  = . 

Por ot

20 4 5⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟A A

1 0
0 1

1 0
0 1

5

rra parte, como 30 = 4 7 + 2,   ⋅ = ⋅ = ⋅ = =
−

A A A I A A30 4 7 2 7 2 2 1 0
0

( )
−−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟1
.
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14.

15. Calculamos las potencias sucesivas de A: 

A A A2

1 0 2
0 1 0
0 0 1

1 0 2
0 1 0
0 0 1

1 0 4
0 1 0
0 0 1

= ⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

1 0 2
0 1 0
0 0 1

1 0 4
0 1 0
0 0 1

1 0 2
0 1

2

3A 00
0 0 1

1 0 8
0 1 0
0 0 1

1 0 2
0 1 0
0 0 1

3⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

Suppongamos que . Para probarlo segúnAn

n

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 0 2
0 1 0
0 0 1

  el método de inducción.

A2

0 1 2
0 0 3
0 0 0

0 1 2
0 0 3
0 0 0

0 0 3
0 0 0
0 0 0

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟⎟
⎟
⎟

= ⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=; A A A3 2

0 0 3
0 0 0
0 0 0

0 1 2
0 0 3
0 0 0

0 0 0
0 0 0
00 0 0

5

4 3 5 4

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= ⋅ = ⋅ = = ⋅ = ⋅ =
> =

;

.
,

A A A A O O y A A A O A O
Si n n

     
  55 4

5 5

c r con r
Por to A A A A A O A On c r c r r

+ <
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =

, .
tan : ( ) ( ) .

  
   

=aPara 1 y  1;   y   b A B

B

= =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 1
1 1

1
2

1 1
1 1

1
2

1 1
1 1

1
2

1 12

11 1
1
2

1 1
1 1

1 1
1 1

1
2

2 2
2 2

1
2

1 1
1 12 2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠⎠
⎟ =

= ⋅ = ⋅ = =

; se observa que, ; por tanto, 

.

Sup

B B

B B B B B B B

2

3 2 2

oongamos que la ley se cumple para , esto es: B B B49 49 1
2

1
= =

11
1 1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  .

Comprobemos que se cumple para la potencia siguuiente :

 .B B B B B B

A

50 49

2

1
2

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

= ⋅ = ⋅ = =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⋅ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠

2 2
2 2

2 2
2 2

1 1
1 1

4 4
4 4

3 2;   A A A ⎟⎟ =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= ⋅ =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

+

2 2
2 2

2 2
2 2

1 1
1 1

2 2

2 2

2 2

4 3
2 2

2 2

2 2

 

 A A A 22 2
2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

2 2 2 2

3 3

3 3

+
+ +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟   

Se observa que el exxponente de la base 2 es inferior en una unidad al exponennte de , supongamos que se 

cumple para  esto es : 

A

A A49 4, 99
48 48

48 48

2 2
2 2

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟.

Veamos que se cumple para la potenciaa siguiente: 

A A A50 49
48 48

48 48

482 2
2 2

1 1
1 1

2
= ⋅ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

+· 22 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

48 48 48

48 48 48 48

48 48

48 48

+
+ +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

· ·
· ·

==
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 2
2 2

49 49

49 49 ·
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16. Calculamos las potencias sucesivas de P:

P3 = P2·P = 3·P·P = 3·P2 = 3·3·P = 32·P

Suponemos que la ley de formación es la potencia de 3 con exponente una unidad menor que la potencia de la
matriz multiplicada por P, P n-1 = 3 n-2·P y se calcula P n.

17. Al desarrollar tendremos en cuenta que el producto de matrices no es conmutativo  A·B ≠B·A.

a) (A + B)2 = (A + B)(A + B) = A ·A + A ·B + B ·A + B ·B = A2 + A ·B + B ·A + B 2.
b) (A – B)2 = (A – B)(A – B) = A ·A – A ·B – B ·A + B ·B = A2 – A ·B – B ·A + B 2.
c) (A + B)(A – B) = A ·A – A ·B  +  B ·A – B ·B = A2 – A ·B + B ·A – B 2.
d) (A – B)(A + B) = A ·A + A ·B – B ·A  – B ·B = A2 + A ·B – B ·A – B 2.

18.

19. a) Aplicamos las propiedades de la trasposición en todos los apartados.

La traspuesta coincide con matriz de partida, luego la matriz inicial es simétrica.
b) (A – At)t = At – (At)t = At – A = –(A – At).

La traspuesta es la matriz opuesta de la matriz de partida,  luego la matriz inicial es antisimétrica.
c) .

La traspuesta coincide con matriz de partida, luego la matriz inicial es simétrica.
d) .

La traspuesta coincide con matriz de partida, luego la matriz inicial es simétrica.

B A B A B B B A B B A B Bt t t t t t t t t t t
A es simétrica

⋅ ⋅( )( ) = ⋅( )( ) = ( )( ) ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅⋅ ⋅A Bt

A A A A A At t t t t t⋅( ) = ( ) = ⋅

A A A A A A A At t t t t t t+( ) = + ( ) = + = +

a) b) c)A B A Bt t t=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

−
−

1 0
1 2

2 1
3 4

1 1
0 2

2 3
; ; ( )

11 4
3 2
1 6

3 1
2 6

1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

+ + =

t t

tA B C

;

( )d)
11

0 2
2 3
1 4

1 7
0 5

4 5
1 11

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

t t 44 1
5 11

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟.

⎝ ⎠

Calculamos A A An n

n

+ = ⋅ =
⎛

⎝

1

1 0 2
0 1 0
0 0 1

⎜⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+1 0 2
0 1 0
0 0 1

1 0 2
0 1 0
0 0 1

1n

.

La fórrmula es cierta, luego A120

1201 0 2
0 1 0
0 0 1

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

P P P P P P Pn n n n n n= = = = =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− − − − −1 2 2 1 13 3 3 3 3
1 1 1
1 1 1
1 1 1

· · · · · · ==
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

3 3 3
3 3 3
3 3 3

n-1 n-1 n-1

n-1 n-1 n-1

n-1 n-1 n-1
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20.

21.

22.

.

1 1 0
1 0 1
0 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2 1
3 1 2

1 1 0
0 1 1
0 0 1

1⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
− +

→ −ª ª
ª ª ª

F F
F F F

00 0
1 1 0
1 1 1

1 2 3
2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 1
0 0 1−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+ −
− + →

−

−

ª ª ª
ª ª

F F F
F F

11 1 1

1 0 1
0 0 1
1 1 1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

.

.La matriz inversa es 

CComprobación: 
1 1 0
1 0 1
0 1 0

1 0 1
0 0 1
1 1 1

1⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
00 0

0 1 0
0 0 1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
.

1 1 2
2 1 1
0 3 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2 2 1
1 1 2
0 1 3
0 0 8

1 0 0
2 1 0

6

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− → − − −
−

ª ªF X F
33 1 3 8

1 1 2
0 1 3
0 0 1

1 0 0
2 1 0

3
4

3
8

1
8

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ ÷

→

→ − − −

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

ª F

⎟⎟

+ +
− − →

− −

−

− −

⎛

⎝

1 2 3
2 3 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
4

5
8

1
8

1
4

1
8

3
8

3 4 3
8

1
8

ª ª ª
ª ª

F F F
F x F

⎜⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟⎟

− −
−La matriz inversa es 

1 4 5 8 1 8
1 4 1 8 3 8

3 4

/ / /
/ / /

/ −− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟3 8 1 8/ /
.

a) Partimos de la matriz ( )

ª ª

A I

F F
4 3
2 2

1 0
0 1

1 2
2 2
4

−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ↔ →

−
−−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

→
−

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

÷ +
→

3
0 1
1 0 2 2 1

2 2
0 1

0 1
1 2

1 2 2 1 0
0 1

1
ª ª

ª ª
F x F

F F −−

−

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

=
−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

3
2

1 2

1 3 2
1 2

La matriz inversa es ;

P

-1A
/

b) aartimos de la matriz , ( )

ª ª

B I

F F4 2
3 1

1 0
0 1

1 2 1 1
3 1

1⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

−
→

−11
0 1 2 3 1

1 1
0 2

1 1
3 4

1 2 2
2 2

1⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

→
−

−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

+ ÷
− ÷

→
ª ª

ª ª
ªF x F

F F
F

00
0 1

1
2 1

3
2 2

1 2 1
3 2 2

1

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

=
−

−
⎛La matriz inversa es B - /

/⎝⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

;

Partimos de la matriz ,c) ( )

ª

C I

F
1 0
2 1

1 0
0 1 2 2xx F F1

1 0
0 1

1 0
2 1 2

1 0
0 1

1 0
2 1ª ª

→
− −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟−

→
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

 La matriz innversa es ella misma,  .C C-1 1 0
2 1

=
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =
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23.

24.

25. A X
x y

X B
x y

⋅ =
− −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

4 1
4 1

1 1 1 1 1 2
2 4

 y 

Se iigualan los dos términos y se obtiene:
− − = −
− − = −

+

4 1 2
4 2 4

4

x
y

x == −
+ = −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⇒

− =
− =
= −

= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

x y
y x y

x
y

y
x y

2
4 2 4

3
2

4 2
4 2 5

, de dondde 3, ; se sustituye en las otras dos 

y se obtiene

x y= − = −2

,, 4 4 y 4 6 + 10.

La matriz X será:  

= = −

=
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟X

1 1
3 2

.

2 3
1 2

1 0
0 1

1 2 1 1
1 2

1 1
0 1 2 1

1 1
0 1

1 1−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

−
←

−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

→
−F F

F F
ª

ª ª 11 2
1 2 1 0

0 1
2 3
1 2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

+
→

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

−

ª ªf F

ALa matriz inversa es 11 2 3
1 2

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟.

Se multiplica a la derecha y  a la izquierda  por .

    

A

A A X A A A A A A X A A

-

- - - - - -( ) ; ( ) (

1

1 1 1 1 13 1
0 4

⋅ ⋅ =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ ⋅ 11 1 1

1 1

3 1
0 4

3 1
0 4

2 3
1 2

3 1
0 4

) ;- -

- -

 =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
⎛

⎝

A A

X A A

X ⎜⎜
⎞

⎠
⎟
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 3
1 2

26 46
15 27

.

1 2 3
0 4 5
2 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1 3 2 2

1 2 3
0 4 5
0 5 6

1 0 0
0 1 0

− −⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

→
− −

−ª ªF x F 22 0 1
2 3

1 2 3
0 1 1
0 5 6

1 0 0
2 1 1
2 0 1 3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
− + →

− −
− −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

ª ª
ª

F F
FF x F

F F

−
→

→
− −

− −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
→

−

5 2

1 2 3
0 4 5
0 0 1

1 0 0
2 1 1

8 5 4

1 2 1 0 1
0 1 1

ª

ª ª

00 0 1

3 2 2
2 1 1

8 5 4

1 3
2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

5 3 2
1

− −
− −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
− →

−
−

ª ª
ª ª
F F
F F 00 6 5

8 5 4

5 3 2
10 6 5
8 5 4

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
− −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

.

Matriz inversa es  
⎞⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− −⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

−
− −

−

⎛

.

Comprobación: 
1 2 3
0 4 5
2 1 0

5 3 2
10 6 5
8 5 4⎝⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 0 0
0 1 0
0 0 1

.
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26.

27.

28. Trasponemos las matrices numéricas al segundo miembro,  AX = D – 3B – 2C.
Multiplicamos a la izquierda por  A-1,  X = A-1 (D – 3B – 2C).
Matriz inversa de A, 

. ( | )
ª

ª ª
ª

A I
F

F x F
F

=
−⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

−
+

→
− −⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

1 1
2 3

1 0
0 1

1
2 2 1

1 1
0 5

1 0
2 1

1 ++ ÷
÷

→
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

2 5
2 5

1 0
0 1

3
5

1
5

2
5

1
5

ª
ª

.
F

F

Sea X
a b
c d
a b
c d

a b
c d

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟×

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟×

⎛

⎝
⎜

⎞

.

1 0
4 2

1 0
4 2⎠⎠

⎟ + +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

+
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟;

a b
a c b d

a b b
c d d4 2 4 2

4 2
4 2

Para que las matriices sean iguales debe ocurrir:
a a b

b b
a c c d

b d

= +
=

+ = +
+ =

4
2

4 2 4
4 2 22

0
4 4

d

a a
b

c d a
d d

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⇒

=
=

= −
=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

;  de donde las matrices ppedidas serán X
a

d a d
=

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

0
4 4

.

1 0 2
0 1 1
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1 3 1

1 0 2
0 1 1
0 0 3

1 0 0
0 1 0
1 0 1−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ +

→
⎛

⎝

⎜

ª ªf F
⎜⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

÷

→

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

−

3 3

1 0 2
0 1 1
0 0 1

1 0 0
0 1 1
1
3

0 1
3

1 2 3

ª

º ª

F

F x FF
F F2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
3

0 2
3

1
3

1 1
3

1
3

0 1
3

ª ª

.

− →

→

−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

Laa matriz inversa es A− =

−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

1

1
3

0 2
3

1
3

1 1
3

1
3

0 1
3

⎟⎟
⎟⎟

= ⋅ ⋅

  

Se opera,  , se sustituyen los valores y seX A B A-1   obtiene .X

X =

−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

⋅
−

1
3

0 2
3

1
3

1 1
3

1
3

0 1
3

0 1 1
1 0 2
−−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜1 0 2

1 0 2
0 1 1
1 0 1

7
3

1
3 0

1
3

1
3 4

2
3

1
3 0⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟⎟

.
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29.

30. a) La tabla del enunciado da lugar a la matriz: A =
8 6 6
5 6 4
2 1 33

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

Los datos del enunciado es la matriz de produccción:  

El producto  es la matriz  de ma

P

A B

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⋅

6
4
3

tteriales que se precisan para la producción deseada.

A P⋅ =
8 66 6
5 6 4
2 1 3

6
4
3

8 6 6 4 6 3
5 6 6 4 4 3
2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⋅ + ⋅ + ⋅
⋅ + ⋅ + ⋅
⋅66 1 4 3 3

90
66
25+ ⋅ + ⋅

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

chatarra
carbón

aleacionnes

P
x
y
z

b) Sea   la matriz de producción que s' =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

ee puede realizar a partir de matriz de existencias  ; luE eego 

se multiplica por  la inversa de  y se obtien

A P E

A

⋅ ='

ee el resultado,  .P A E' -= ⋅1

a) Matriz  de ventas:  A =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠

70000 60000 50000
5000 4000 50000⎟⎟ =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

;
, ,
, ,
, ,

. Matriz de precios:  

 

B
0 4 0 3
0 8 0 5
1 2 0 8

b) AA B⋅ =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅

70000 60000 50000
5000 4000 50000

0 4 0 3
0 8 0 5
1 2 0 8

, ,
, ,
, ,

⎛⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

136000 91000
65200 43500

11

C

c

. 

El elemento ==  136.000 da los ingresos por venta de los CD normales.
El  elemento  43.5000 da los ingresos por venta de los Cc22 = DD extras.

 c) B A⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⋅

0 4 0 3
0 8 0 5
1 2 0 8

70000 60000 50
, ,
, ,
, ,

0000
5000 4000 50000

29500 25200 35000
58500 50000 65000
8800

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

00 75200 100000

11

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

=

D

d

.

El elemento 29.500 da los inggresos por venta de los CD envasados de dos en dos (de lass dos clases).
El elemento 50.000 da los ingresos por d22 = vventa de los paquetes de 5 unidades.
El elemento 100.0d33 = 000 da los ingresos por venta de los paquetes de 10 unidadees.
 Se observa que la suma de los elementos de ambas did) aagonales es la misma: 179.500 euros.

La matriz inversa es 

Se sustituye

A− =
−⎛

⎝

⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟

1

3
5

1
5

2
5

1
5

nn las matrices numéricas en la expresión anterior y se opeera,

X =
−⎛

⎝

⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

3
5

1
5

2
5

1
5

4 1
3 6

3
1 2
1 3

2
0 3
1 0

⎛⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

1
5

3 1
2 1

1 11
2 3

1
5

5 30
0 25

· ⎞⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 6
0 5
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31.

32. La matriz de información asociada es: 
A
E
H
I

A E H I

0 0 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
1 1 1 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

� ��� ���

a) Matriz de actividades: A =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

5 3 0
5 0 4
5 3 0
5 0 4
5 3 0⎟⎟

=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

; b) Matriz de ingresos diarios: I

5 3 0
5 0 4
5 3 0
5 0 4
5 3 0⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⋅
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

+
+
+
+
+

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

9
7

12

45 21
45 48
45 21
45 48
45 21⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

66
93
66
93
66

c) Nueva matriz de acttividades: 

El sueldo di

A ' =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

5 0 0
5 0 4
5 3 0
5 0 0
5 3 0

aario como telefonista será: 45 + 45 0,05 = 45 + 2,25 = 47⋅ ,,25

Nueva matriz de ingresos: Ì '

,
,
,=

+
+
+

47 25 0
47 25 48
47 25 21
47,,

,

,
,
,
,
,

25 0
47 25 21

47 25
95 25
68 25
47 25
68 25

+
+

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

=

⎛

⎝

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

  

x
y
z

·
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
8 6 6
5 6 4
2 1 3

⎟⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

− −

−

40
28
14

1
2

3
7

3

1La matriz inversa de  es  A A

77
1
4

3
7

1
14

1
4

1
7

9
14

− −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

La solución será: 
x
y
z

⎛⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

− −

− −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

1
2

3
7

3
7

1
4

3
7

1
14

1
4

1
7

9
14

40
· 228

14

2
1
3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
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Cuadrado de la matriz de información: 

El cuadrado de la matriz indica las diferentes formas de unir dos punto de la ciudad pasando por un punto intermedio.
Ejemplo: El elemento a42 = 1, indica que se puede ir del Instituto a la Estación pasando por un punto intermedio de una
forma, en este caso

1.

2.

3.

4.

5.
A B

f f

C

=
−

− = + + − + − = =
−

− =
=

=

2 1 4
0 3 2
3 1 5

30 0 6 36 4 0 4
1 2 3
5 0 6
3 6 9 3

0

1 0 3
3 1

;
·

;

55 0 6
3 6 9

6
1 3
5 6

6 6 15 54
−

= − − ⋅ = − = −se desarrolla por la 2ª columna� ( ) ( ) ;;

.D = −
−

= + + + + − =
4 1 1
5 2 3
2 1 0

0 5 6 4 12 0 27

A B se desarrolla por la=
−

= + − − − + = − =
−2 1 0

3 0 1
4 3 2

0 0 4 0 6 6 4
4 2 1
0 0 3
2 1 5

2; ªª ( ) ;

;

fila

C D

= −
−

= − + = −

=
−

= + − − − + = − =

3
4 2
2 1

3 4 4 24

2 1 0
3 1 2
5 0 1

2 0 10 0 0 3 5
00 5 0
2 1 3
4 7 2

1 5
2 3
4 2

5 4 12 40se desarrolla por la filaª ( ) .= − = − − =

M A M M

A M

21 21
2 1

21 23

23
2 3

4 3
4 8

44 1 44
1 4

1 4
8

1

=
−

= − ⇒ = −( ) = =
−

= − ⇒

⇒ = −( )

+

+

;

223 32 32
3 2

328
1 3

0 6
6 1 6= =

−
= − ⇒ = −( ) =+; .M A M

a)

b)

A B A B+ =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = = + = + = + =

4 3
1 2

3 2
0 1

7 5
1 3

16
4 3
1 2

3 2
0 1

5 3 8; .

AA B A B⋅ =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = = − = ⋅ = ⋅ =

4 3
1 2

3 2
0 1

12 11
3 4

48 33 15
4 3
1 2

3 2
0 1

5; ⋅⋅ =3 15.

A B C D

A Bt t

= − ⋅ − ⋅ = − = ⋅ − ⋅ −( ) = = =

= − ⋅ − = −

2 1 3 4 14 3 5 1 2 17 12 0

2 1 4 3 14

; ; ; .

· ; == ⋅ − ⋅ −( ) = = =3 5 1 2 17 12 0; ; .C Dt t

I H E→ →

UNIDAD 2. DETERMINANTES

0 0 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
1 1 1 0

1 1 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 1 1

2
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
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6.

7.

8.

9.

10.

11.

A
a

a
a a A a= = + + − − − = − ⇒ = ⇔ = ±

1 0
0 1 1
1 0

0 0 1 0 0 1 0 12 2 .

A
x

x
x

x x x x x raíz doble
Por Ruffini

=
−

−
−

= − − ⇒ − − = ⇒ = − ( )
1 2

1 2
1 2

3 2 3 2 0 13 3 yy x = 2.

2 2 2
2 2 2
2 2 2

2
1 3 2

1 3 2

1 3 2

2
3

1 3 2

1 3 2

1

b b b
c c c
a a a

b b b
c c c
a

de cada columna
=

aa a

b b b
c c c
a a a

ercambiar C C ercambiar f

3 2

2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
8= − =

↔int int ↔↔

↔
= = −

f

ercambiar f f
a a a
c c c
b b b

a a a
b b b
c

3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1 2 3

1 2 3

1

8 8
int

cc c2 3

8 5 40= − ⋅ = − .

a) b)
3 3 3
7 0 2
1 1 1

3 7 0 2
1 1 1

3 1 3

7 7 7

1 0 2
7

1 1 1

7 1
7

7 0
x y z x y z x y z x y z

= ⋅ = ⋅ = = ⋅; 22
1 1 1

1 1 1

2 7 2 2 2
1 1 1

2 2 2
1 1 1

2 1

= ⋅ =

+ +
+ + +

=
+ + +

;

c)
x y z

x y z
x y z

x y z
x y z
x y z

f
ff f

x y z

x y z f f
x y z

x y z

3 1 3 1

7 0 2
1 1 1

0 1 1

3 3 3
4 7 4 4 2

8 1 3

+
+

+ + + +
= + =

+ +
+ + =

;

d) 33 4 7 4 4 2
8 1 3

4 3 7 0 2
7 1 1 0 2 1

3

1 2

2 3

x y z
x y z f f

x y z

f f

x y

+ + − + =
+ + + +

=

=      
zz x y z x y z

7 0 2
7 0 2

7 0 2
1 1 1

3 7 0 2
1 1 1

3 1 3+
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= = ⋅ = .

1 1 0
1 2
1 2

1 0 0
1 2

2 1 2

2
2 2 2

2 1

2 2

a a a
a a a

c c a a

a a a

a fac+ +
+ +

− = +

+ +( )
+

( ) ( )
( ) ttor de c

a a
a a a

c c a a
a a a

3

2
3 2

2

2
1 0 0

1 1
2 1 2

2
1 0 0

1 0
2 1 1

=

= +( )
+ +

− = +
+ −

=( ) (aa a a a+ − = − − +2 1 1 2)( ) ( )( )

a)
1
1
1

1
1
1

1 1
1 13 2

a c b
b c a
c a b

c c
a a b c
b b c a
c c a b

a b c
a
b

+
+
+

+ =
+ +
+ +
+ +

= + +( )
11 1

0 0
c

dos columnas iguales a b c= + + ⋅ =( ) .
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12.

13.

14.

15.
a)

1 1 1 1 1 1
0
0

1
2 2 2

2 1

3 2
2 2

a b c
a b c

f af
f af

b a c a
b ba c ca

b a c a
b

−
−

= − −
− −

=
− −

(bb a c c a
b a c a

b c
b a c a c b

− −
= − − = − − −

) ( )
( )( ) ( )( )( )

1 1

a b b c c a
p q q r r p
x y

+ + +
+ + +
+

b)
yy z z x

c c c
a b b c a b c
p q q r p q r
x y y z x y z+ +

+ + =
+ + + +
+ + + +
+ + + +

3 2 1

2 2 2
2 2 2
2 2 2

22 23 3factor en c
a b b c a b c
p q q r p q r
x y y z x y z

c=
+ + + +
+ + + +
+ + + +

−

        =
+ +
+ +
+ +

− =
+
+
+

− =2 2 22 1 1 2

a b b c c
p q q r r
x y y z z

c c
a b b c
p q q r
x y y z

c c
a b c
pp q r
x y z

.

2 3
2 3
2 3

2 3
2 1 3 3 2 3

1

x z y
p r q
a c b

x z y
p r q
a c b

c c
f f

factores de c y de c
= ⋅ ⋅ =

↔
↔ 33

2 3

6 6 1 6
f f

a b c
x y z
p q r↔

= − ⋅ = − ⋅ = − .

c b a
k h g
f e d

c c
a b c
g h k
d e f

f f
a b c
d e f
g h k

1 3 2 3 1↔ = − ↔ = = .

a)

1 4 5 0
0 2 4 6
0 0 3 7
0 0 6 12

1
2 4 6

0 3 7
0 6 12

2
3 7
6 1

1 1−
−
−

= ⋅
−

−
−

= −
−
−

'Por f Por f

22
2 36 42 12

1 1 2 0
0 3 2 1
0 4 1 2
3 1 5 7 3

1 1 2 0
0 3 2 1
0 4 1 2
03 1

= − − + = −

−

=

−

( ) .

·

b)

f f 22 1 7

1
3 2 1
4 1 2
2 1 7

2
7

3 2 1
2 3 0
23 15 0

1

2 1

3 1−

= ⋅
− −

−
−

= − −
− −

=
Por c Por c

f f
f f

·
33

4 3

1
2 3
23 15

39

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

=
− −
− −

= −

−
− −
− − −

+

=

−
− −

.

c)

f f

11 1
1 1 1 1
2 0 0 0

2
1 1 1
1 1 1
1 1 1

2
2 0 0
1 1 1
1

4 1 3

− − −
= −

−
− −
− − −

+
= − ⋅

−
− −
− −

Por f
f f

11 1

2 2
1 1
1 1

4 1 1 8

1 3 1 1
2 1 5 2
1 1 2 3
4 1

1

−
=

− ⋅ −
−
− −

= + =

−

Por f

       ( ) ( ) .

d)

−−

−
−
−

=
−
−
− −

= ⋅
−
−

3 7

2

4

1 3 1 1
0 5 3 0
0 4 1 2
0 11 7 3

1
5 3 0
4 12 1

3 1

4 1

1f f
f f

f f

Por c
22

11 7 3

3

7

7 0 6
4 1 2
39 0 17

1
7 6
39 17

1 2

3 2

2

− −

−

+
=

−
−
−

= ⋅
−

−
=

f f

f f

Por c

        = ⋅ − − ⋅ − = −7 17 39 6 115( ) ( ) .
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16.

17. a)   Las dos filas la matriz  no son proporcionales, por A ttanto rango .
Se observa que la tercera fila de 

( )A = 2
b)   BB  es la diferencia entre las filas segunda y primera, y elllas no son proporcionales, 

      por tanto el rango ( )B = 22
1 1
2 2

4 0. Otro método sería; el menor  e la matriz B p
−

= − ≠ , oor to rango Btan ( ) ≥ 2.

      El único menor de orden tres de laa matriz  es  .

Para calcul

B rango B
1 1 3
2 2 1
1 3 4

0 2
−

−
−

= ⇒ =( )

c)   aar el rango de la matriz  se parte del menor de orden anC tterior que es distinto de cero, por tanto 
     rango C( ) ≥ 2..

     Se orla este menor para obtener los menores de ordenn tres de la matriz ;   y  

   

C
1 1 3
2 2 1
1 3 4

0
1 1 4
2 2 1
1 3 3

−
−
−

= −
−

=

   .
Lo resolvemos por el método de Gaus
= − ≠ ⇒ =24 0 3rg C( )

d)   ss.

     

2 4 3 5 2
5 3 1 2 4
1 5 7 12 0
1 5 7 12 0

1

− −
− −

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

=
Cambiar f yy f f f

f f
f

3
2 1

3 1

4

1 5 7 12 0
5 3 1 2 4
2 4 3 5 2
1 5 7 12 0

5
2

− −
− −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

−
−
−−

==

− −
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

−
f

f f

1

3 2

1 5 7 12 0
0 28 34 62 4
0 14 17 19 2
0 0 14 24 0

1
2

==

1 1 1 1
2 3 4 5
2 3 42 2b) 22 2

3 3 3 3

2 2 2

3 2 3

5
2 3 4 5

1 1 1 1
0 3 2 4 2 5 2
0 3 3 2 4 4 2 5 5 2
0 3 3 2 4 4

=
− − −
− − −
− −

· · ·
· 22 3 2 2 2 2

1

2 5 5 2

1 1 1 1
0 1 2 3
0 31 4 2 5 3
0 3 1 4 2 5 3

1 2 3
31 4

· ·
· · ·
· · ·

· ·

−

== =por c 22 5 3
3 1 4 2 5 3

12 3
1 1 1
3 4 5
3 4 5

2 3
1 1 1
0 4 3 5 3
0

2 2 2

2 2 2

·
· · ·

· · ·

=

= == − −      
44 4 3 5 5 3

2 3
1 1 1
0 1 2
0 41 5 2

2 312
1 1
4 5

2 31 2 3

1

2 2

2 2

− −
= = = =

· ·
·

· ·
· · · · · · .

c)

lln (ln ) (ln )
ln (ln ) (ln )
ln (ln ) (ln )
ln (ln

2 2 2
1 4 4 4
1 8 8 8
1 16 16

2 3

2 3

2 3

)) (ln )

ln ln (ln ) ln ·ln (ln ) (ln ) ·ln
ln

2 3

2 3 2

16

1 0 0 0
1 4 2 4 4 2 4 4 2
1

==
− − −

88 2 8 8 2 8 8 2
1 16 2 16 16

2 3 2

2

− − −
− −

ln (ln ) ln ·ln (ln ) (ln ) ·ln
ln ln (ln ) ln ··ln (ln ) (ln ) ·ln

·(ln ln )(ln ln )(ln

2 16 16 2

1 4 2 8 2 16

3 2−

=

= − − −      lln )
ln (ln )
ln (ln )
ln (ln )

· ·(ln ) · (ln ln2
1 4 4
1 8 8
1 16 16

2 3 2 1 8

2

2

2

3== − 44 16 4
1 8
1 16

2 3 2 2 2 2 163

)(ln ln )
ln
ln

· ·(ln ) ·ln · ·ln ·(ln l

− =

= −      nn ) · ·(ln ) .8 2 3 22 6=

Se suprimen las filas y columnas nulas, y queda la matriz ddiagonal  Su determinante es 1, el ra
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

. nngo de A es 3.
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18. El rango de una matriz y el de la traspuesta coinciden, por tanto rango (At ) = 2.

19. Si la matriz es regular el rango coincide con el orden, por tanto en este caso rango (A) = 3. Si no es regular rango (A) < 3.

20.

21.

22. Como la matriz es de orden tres, los valores de  que anulλ aan su determinante hacen que el rango de  sea menor 

que 

M

ttres.
λ

λ
λ

λ λ λ λ
− −

− = − + = ⇒ = =
1 1 1

0 2 1
0 2

3 7 4 0 1 4
3

2 y .

=

− −
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

     

1 5 7 12 0
0 28 34 62 4
0 0 0 12 0
0 0 14 24 0

cambiar ff y f3 4

1 5 7 12 0
0 28 34 62 4
0 0 14 24 0
0 0 0 12 0

==

− −
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

.

     Laa matriz reducida tiene cuatro filas no nulas, por tanto rrango .( )D = 4

a)   Por ejemplo, la fila tercera es proporcional a la primmera y la fila cuarta proporcional a la segunda. 

      

2 −11 3 4
1 1 3 2
4 2 6 8
3 3 9 6

−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 .

Por ejemplo, en la mb)   aatriz anterior cambiar el valor del elemento a33

2 1 3 4
1 1

,

−
− 33 2

4 2 0 8
3 3 9 6

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

Las dos primera filas de la matriz son linealmente independdientes para todos los valores de  y , puesto que el 

me

a b

nnor ; el rango de la matriz es mayor o igual a 2
1 4
1 2

2 0= − ≠ ..

Deseamos que el rango de la matriz sea dos, por lo que toodos menores de orden tres deben ser nulos,

                               y , de don
1 4
1 2 1
0 1 2

3 0
1 4
1 2 2
0 1 1

4 0
a

a
b

b− = − = = − = dde  y .

La tercera fila depende linealmente de las o

a b= =3 4

ttras dos,  (0, 1, 2, 1) = (1, 4, 3, 4) + (1, 2, -1, 2α β  )).
Se identifican los valores y resulta el sistema:

 

0
1

= +α β
== +
= −

= +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⇒
= +

= +
= −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 2
2 3

1 4 2

0
1 4 2
2 3

α β
α β

α β

α β
α β
α β

, de la  primera ecuación  = - ; se sustituye en la segunda, α β α = 1
22

1
2

2

 y  

Las soluciones cumplen la tercera ecuación: 

β = −

=

.

33 1
2

1
2

4
2

− − = . 
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23.

24. Es una matriz 3 x 4 luego  el rango máximo es tres.

El menorr  informa que el .

Los menores de orden

3 0
5 2

6 0 2= ≠ ≥rango A( )

  3 son:    y  
−

− + −
= + +

+ −
= −

2 3 0
5 2

4 9
3 20 12

1 3 0
1 5 2
3 9

42λ
λ λ λ

λ λ
λ λ

λ.

RResolvemos  . Estos valores no anul3 20 12 0 2
3

62λ λ λ λ+ + = ⇒ = = −o aan al segundo menor, por lo que para estos 

valores rango (AA) =
=

3
0

.
El segundo menor se anula para  , este valor no aλ nnula el primer menor, por lo que para este valor rango A( ) == 3.
En resumen el rango de  es tres para todo valor de  A λ..

Para  , rλ λ≠ ≠4
3

1y aango ( 3.

Para   la matriz  

M ) =

=

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

λ
4
3

1
3

1 1

0 2
3

1

4
3

0 2
⎠⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

 es de rango 2, existen menores de orden dos distiintos de cero, por ejemplo:

 . 

Para   la matriz 

1
3

1

0 2
3

1

−

=λ
00 1 1
0 1 1
1 0 2

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

 es de rango 2 porque existen  menorees de orden dos distintos de cero, por ejemplo:

 . 
1 1
0 2

−

Es una matriz 3 x 4, luego  el rango máximo es tres.

Si se ccambian entre sí las columnas 2ª y 3ª la matriz 
λ

λ λ
1 1 1

1 2+ 11
1 1 1

1 1
2 1

1 0
λ −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= − ≠, el menor  informa que 

rango A( ) ≥≥

−
= −

2
1 1 1

2 1
1 1

3
1 1

2

.

Los menores de orden tres son:   y  λ
λ

λ
λ

λλ
λ

λ

λ

+
−

=

= ±

1 2 1
1 1

0, para cualquier valor de .

Por tanto para 33 3 el rango ( ) 2, y para  el rango ( ) 3.A A= ≠ ± =λ
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25.

26.

27.

28.

29. a)   Calculamos el determinante de la matriz:

     
1 1 1

1 1
+

+
λ

λλ
λ

λ λ λ λ1
1 1 1

3 0 0 32

+
= + = ⇒ = = −( ) ; para estos valores la matriz noo tiene inversa.

Para  = 1 tenemos la matriz =b)   λ A
2 1 1
1 2 11
1 1 2

1 1 3 42
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+ =. ( ) Determinante de : . Inversa de A AA A: . − =
− −

− −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1
4

3 1 1
1 3 1
1 1 3

A existe A adj A A= − ⇒ =
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⇒ = −

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
− −2

3 1
4 2

1
2

3 4
1 2

3
21 1, ( )

22

1
2 1

1
2 7
1 4

2 1
7

1 1

−

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

= ⇒ =
−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⇒ =

−
−

− −

;

, ( )B existe B adj B B
44

3
3 6
2 5

1
3

3 2
6 5

1 1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= ⇒ =
−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⇒ =

−
−

⎛

⎝
⎜

− −

;

, ( )C existe C adj C C ⎞⎞

⎠
⎟ =

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

= ⇒ −

1 2
3

2 5
3

0 1

;

.D no existe D

A existe A

adj A

= ⇒

=

+
− −

−
−

−
+

−
−

−1

4 4
1 0

5 4
1 0

5 4
1 1

1.

( )Matriz adjunta: −−
− −

+
−

−
−

−
−

+
− −
− −

−
−
−

+
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟

3 3
1 0

4 3
1 0

4 3
1 1

3 3
4 4

4 3
5 4

4 3
5 4

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

= − − −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

−

4 4 1
3 3 1

0 1 1

4 3
1

 ,

Matriz inversa:  A
00

4 3 1
1 1 1

0 1−
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= ⇒ −, .B no existe B

a)    para todo valor de a distinA a A a existe A= − ⇒ = ⇔ = ± ⇒ −2 11 0 1 tto de .

   

±

= ⇒ =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⇒ = − = ⇒ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =−

1

3
3 1
1 3

9 1 8 1
8

3 1
1 3

1b) a A A A
33

8
1

8
1

8
3

8

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ .

A
y

y= = − ≠
2 1

0
0, la matriz tiene inversa para todo valor de y ddistinto de cero.

Matriz adjunta: 

Inve

adj A
y

( ) .=
−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

0
1 2

rrsa:  .A
y y

− = −
−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 1 0 1
2
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30.

31.

1. a) No es una ecuación lineal.
b) Es una ecuación lineal.
c) Es una ecuación lineal.
d) No es una ecuación lineal.

2. Sustituimos las ternas en la ecuación para ver si la convierten en una igualdad numérica.
a) 2 – 2·1 + 5·1 = 5,  (2, 1, 1)  es solución;
b) 1 – 2·(–2) + 5·0 = 5,  (1, –2, 0) es solución;
c) –5 – 2·0 + 5·2 = 5,  (–5, 0, 2) es solución;
d) 4 – 2·2 + 5 = 5,  (4, 2, 1) es solución.

UNIDAD 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

a)  Calculamos el determinante de la matriz.

    A t
t t

( ) =
1 2 2

11 1 0
0 1 1

2 1 0 1 1
2

2− = − − = ⇒ = = −t t t o t , para estos valores la matriz  no tiene inversa.

     Para  la matriz será t A= − − =
−

1 1
1 1

( )
22

1 1 0
0 1 1

1 2 1 1 1 22

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= − − − − =

 

Determinante: b)  A( ) ( ) ( ) ..   Inversa de :  A A( ) ( )− − =
−
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−1 1 1
2

1 3 2
1 1 2

1 1 0

1

a)   A B⋅ =
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
+ +

− +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠

1 2
1 1 1

1 3
0

0 2

2 1 2 3
1 1

λ
λ

λ λ
λ ⎟⎟

⋅

⋅ =
+

      Calculamos el determinante de .

      

A B

A B
2 1 2λ λ ++
− +

= + − = ⇒ = = −
3

1 1
2 3 2 0 1

2
0 22

λ
λ λ λ λ ; la matriz  tiene inversaA B·   para valores de  distintos 

       de 1
2

  y de 2.

   

λ

−

b) BB A⋅ =
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ − −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

− −

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞1 3
0

0 2

1 2
1 1 1

4 1 3
2

2 2 2

2λ
λ

λ
λ λ λ

⎠⎠

⎟
⎟
⎟

⋅

⋅ =
−

       Calculamos el determinante de 

       

B A

B A
4 11 3

2
2 2 2

2
4 1 3
1 2
1 1 1

2 0 02

λ
λ λ λ λ

λ
λ λ

−

− −
=

− −

− −
= ⋅ =  .

        La matriz   no tiene inversa ya que su determinante es cero paraB A·   cualquier valor de .λ



a)  

     La terna (1, 0, 2) no cum

1 3 0 2 1
21 0 2 4 3

+ − = −
− + = ≠

⎧
⎨
⎩

·
·

pple la segunda ecuación del sistema, por tanto no es solucción.

  b)
1
1

2
1

3
2
1

0
1

0
4

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
−⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

· · ·22
1
1

10
=

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

     Los términos independiente son combbinación  lineal de los coeficientes mediante la terna de  valores (1, 0, 2), por 
     tanto es solución. 

Forma matrricial:  
2 1 1
1 3 1

3 1 0

3
0
7

−
− −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

·
x
y
z

⎟⎟
⎟
⎟

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+ −Forma vectorial:  
2
1

3

1
3
1

1
1x y

00

3
0
7

2 3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− =

z

x y
Conjunto de ecuaciones:  44 2 1

6 0
2 1
4 2
6 1

x y
x y

x
y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

−⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⎛Forma matricial:  ·
⎝⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

3
1
0

a)  La tercera ecuación se obtiene al ssumar la opuesta de la primera con la segunda, por lo que  el sistema dado es 

     equivalente al siguiente:
− + =2 5x y 33

2 3x y+ =
⎧
⎨
⎩

b)  La tercera ecuación es suma de la primera y  la segunda, por lo que el sistema dado es equivalente al  siguiente: 

      

  La tercera ecuació

3 13
2 4 4

x y
x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

c) nn es la primera más la segunda por menos dos, por lo que eel sistema dado es equivalente al 

     siguiente: 
4 5x y

x
− =

−− = −
⎧
⎨
⎩ 2 4y

 

  La tercera ecuación es la primera menos la d) ssegunda, por lo que el sistema dado es equivalente al siguuiente: 

      
x y z

x y z
− + =

− + + =
⎧
⎨
⎩

2 3
2 3 5
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Los estudiamos por el método de Gauss. 
Formamos la matriz aampliada asociada al sistema y a continuación la trataremoos de escalonar.

  a)
1 1 3 5
4 8 2 6
7 8 3 4

4
7

2 1

3 1

−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
+

f f
f f

⇒⇒
−⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒
−1 1 3 5

0 4 14 26
0 1 24 39

1 1 3 5
0 1 242 3cambiar entre sí f y f 339
0 4 14 26 4

1 1 3 5
0 1 24 39
0 0 82 130

3 2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇒

⇒
−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

f f

     

⎠⎠

⎟
⎟
⎟

     Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: 
xx y z

y z
z

− + =
+ =

− = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3 5
24 39

82 130
 

     El número de ecuacionees no triviales coincide con el número de incógnitas. El ssistema es compatible, determinado.

   b)
2 4 5 8
1 1 2 4
4 2 9 1

− −
−

− − 66

1 1 2 4
2 4 5 8
4 2 9 16

1 2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒
−

− −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟Cambiar entre sí f y f ⎟⎟
⎟

−
−

⇒⇒
−

− −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇒

⇒

f f
f f f f
2 1

3 1 3 2

2
4

1 1 2 4
0 6 1 0
0 6 1 0

1 1
     

−−
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 4
0 6 1 0
0 0 0 0

 

     Esta es la matriz ampliada associada al sistema:  

     El núme

x y z
y z

z

+ − =
− − =

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 4
6 0

0 0
rro de ecuaciones no triviales es dos, menor que el número  de incógnitas. El sistema es compatible, 

     indeterminaado.

c)  
1 6 8 3
4 1 2 15
5 7 10 8

4
5

1 6 8 3
0 232 1

3 1

−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
−

⇒
−

−f f
f f

330 3
0 23 30 7

1 6 8 3
0 23 30 3
0 0 0 103 2− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇒
−

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟f f
Estta es la matriz ampliada 

     asociada al sistema: 
x y− +6 8zz

y z
z

=
− =

= −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3
23 30 3

0 10
 

     La tercera ecuación no tiene  solución, el sistema es incompatible.

 d)
1 1 1 1
2 3 4 5

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ff f3 12

1 1 1 1
0 5 6 3−

⇒
−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟   

     Esta es la matriz ampliada aasociada al sistema:  

     El número de 

x y z
y z

− + =
− =

⎧
⎨
⎩

1
5 6 3

eecuaciones no triviales es dos, menor que el número de inccógnitas. El sistema es compatible, 
     indeterminado.
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Los estudiamos y resolvemos en su caso por el método de Gauuss.

   a)
1 2 1 0
1 1 0 1

0 1 1 1

1 2 1 0
0 1 1 1
0 1 1 1

2 1− −
− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+ ⇒
− − −

f f
⎛⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ +

⇒
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟f f3 2

1 2 1 0
0 1 1 1
0 0 0 0

      Esta es la mattriz ampliada asociada al sistema:  
x y z

y z
z

+ + =
+ =

=

⎧
⎨
⎪

⎩

2 0
1

0 0⎪⎪

      La tercera ecuación tiene infinitas soluciones. El  sistema es compatible, indeterminado.
      Hacemos  .z = λ
       Sustituimos en la   segunda ecuación:   .
     

y = −1 λ
  Sustituimos en la primera ecuación:  +    x x2 2 0 2− + = = − +λ λ , λλ

λ
.

      La solución del sistema será:     ( , , ) ( ,x y z = − +2 1−−
− −

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
+

⇒
− −

λ λ, ) 

   b)
1 1 4 5

2 3 5 2
3 2 4 2

2
3

1 1 4 5
02 1

3 1

f f
f f

55 3 8
0 5 8 13

1 1 4 5
0 5 3 8
0 0 5 53 2

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇒
− −

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟f f

       Esta es la matriz ampliada asociada al sistema:  
− + −x y z4 ==

− =
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

5
5 3 8

5 5
y z

z
      La tercera ecuación tiene una sollución. El sistema es compatible, determinado.

      De la  tercera ecuación:  .

      Sustituimos en la segu

z =
−

= −5
5

1

nnda ecuación:   .
      Sustituimos en 

− − = − − = − =5 3 8 5 5 1y y y; ;
lla primera ecuación:  

      La solución del 
− + + = =x x1 4 5 0; .

ssistema será:     

   

( , , ) ( , , )x y z = −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

0 1 1
1 2 1 1
2 3 5 2
1 3 3 0

c)
⎠⎠

⎟
⎟
⎟

−
−

⇒ −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ +

⇒ −f f
f f f f
2 1

3 1 2 3

2
1 2 1 1
0 1 3 0
0 1 2 1

1 2 1 1
0 1 3 0
0 0 55 1−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

 

      Esta es la matriz ampliada asociada all sistema:  

      La tercera ecu

x y z
y z

z

+ + =
− + =

= −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1
3 0

5 1
aación tiene solución única. El sistema es compatible, deteerminado.

      De la tercera ecuación:  .

      Susti

z = −1
5

ttuimos en la segunda ecuación:  .

      Susti

− − = = −y y3
5

0 3
5

;

ttuimos en la primera ecuación:  .

  

x x x− − = = + =6
5

1
5

1 1 7
5

12
5

; ;

     La solución del sistema será: ( , , ) ; ;x y z = − −⎛
⎝⎜

⎞12
5

3
5

1
5 ⎠⎠⎟
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d)    

      Esta es

2 3 1 5
4 6 2 10 2

2 3 1 5
0 0 0 02 1

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

⇒
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟f f

  la matriz ampliada asociada al sistema:  
2 3 5

0 0
x y z

z
− + =

=
⎧
⎨
⎩⎩

, la tercera ecuación tiene infinitas soluciones. 

      EEl sistema es  compatible, indeterminado.
      El número dde parámetros viene dado por la diferencia entre el numeroo de incógnitas menos el de ecuaciones;
       en este casoo tres menos una igual a dos; es un sistema biparamétrico..
      Hacemos x = , y = , sustituimos en la ecuación priλ μ mmera,    .
      La solución del sistem

2 3 5 5 2 3λ μ λ μ− + = ⇒ = − +z z
aa será:     

Los sistemas lineales ho

( , , ) ( , , )x y z = − +λ μ λ μ5 2 3

mmogéneos siempre tienen solución, es decir, son compatiblees.

Los estudiamos y resolvemos en su caso por el método dee Gauss.

   Matriz ampliada:  
ca

a)
2 5 3 0
2 1 0 0
1 1 1 0

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ mmbiar por

      

f f
f f
f f1 3

2 1

3 2

1 1 1 0
2 5 3 0
2 1 0 0

2
2

⇒ −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
−

⇒

⇒
11 1 1 0
0 7 1 0
0 3 2 0 7 3

1 1 1 0
0 7 1 0
0 0 17 03 2

−
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇒ −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

f f ⎟⎟

 

      Esta es la matriz ampliada asociada al sistema:  
xx y z

y z
z

+ + =
− + =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0
7 0
17 0

      La tercera ecuación tiene ssolución única. El sistema es compatible, determinado.
       Solución trivial:     

  Matriz amplia

( , , ) ( , , )x y z = 0 0 0

b) dda: 
1 1 1 0
3 2 5 0
2 1 4 0

3
2

1 1 1 0
0 1 2 0
0 1

2 1

3 1

−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
−

⇒
−

− −
− −

f f
f f 22 0

1 1 1 0
0 1 2 0
0 0 0 03 2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇒
−

− −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟f f

 

      Esta es  la matriz ampliada asociada al sistema:  
x y z

y z
+ − =
− − =

0
2 0

0zz =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 0
,

      La tercera ecuación tiene infinitas solucioones. El sistema es compatible, indeterminado.
      Hacemoos .
      Sustituimos en la segunda ecuación: 

z
y

=
− − =

λ
λ2 0,  

      Sustituimos en la primera ecuación: 
y

x
= −

− − =
2

2 0
λ

λ λ
.

,,
( , , ) (

  .
      La solución del sistema será:   

x
x y z

=
=

3
3

λ
λ,, , ).− 2λ λ  
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c)   

      Esta es

1 1 3 0
3 1 5 0 3

1 1 3 0
0 4 14 02 1

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

⇒
−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟f f

  la matriz ampliada asociada al sistema:  
x y z

y z
− + =

− =
3 0

4 14 00
⎧
⎨
⎩

      La segunda ecuación tiene dos incógnitas , por ttanto infinitas soluciones. El sistema es compatible, indeeterminado.
      Hacemos .

      Sustituimos en la segu

z = λ

nnda ecuación:   .

      Sustituimos en 

4 14 0 14
4

7
2

y y− = = =λ
λ λ,

lla primera ecuación:  ,  .

      La soluci

x x− − = =7
2

3 0 13
2

λ
λ

λ

óón del sistema será:   

  Matriz

( , , ) , ,x y z = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

13
2

7
2

λ λ
λ

d)   ampliada: 
−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
−

⇒
−

−
1 2 2 0
3 2 3 0
3 4 5 0

3
3

1 2 2 0
0 42 1

3 1

f f
f f

−−
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒

⇒
−

− −
−

3 0
0 2 1 0

1 2 2 0
0 2 1 0
0 4

2 3cambiar f por f  

       
−−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ −

⇒
−

− −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟3 0 2

1 2 2 0
0 2 1 0
0 0 1 03 2f f

      Esta ees la matriz ampliada asociada al sistema:  
− + + =

−
x y z

y
2 2 0
2 −− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
z
z

0
0

 

      La tercera ecuación tiene solución úniica. El sistema es compatible, determinado.
      Solución  trivial:     

Estos sistemas tienen el mis

( , , ) ( , , )x y z = 0 0 0

mmo número de ecuaciones que de incógnitas, calculamos el ddeterminante de la matriz 
de los coeficientes.

  a) A =
−2 3

3 4
== ≠17 0; se trata de un sistema compatible, determinado.

       Resolvemos por la matriz inversa, .
      Matriz

X A B= ⋅-1

  inversa: 

      X A B
x
y

= ⋅ =
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−1

4
17

3
17

3
17

2
17

==
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−
4

17
3

17
3

17
2

17

17
37

1
17

4 3
3 2

17
· ·

337
1

17
43

125

43
17
125
17

4 5
24 1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟⎟

=
−

b)  A
55

180 0= − ≠ ; se trata de un sistema compatible. determinado.

       Resolvemos por Cramer:  x =
−

−

= −
−

=

2 5
5 15
4 5

24 15

55
180

11
366

4 2
24 5

4 5
24 15

28
180

7
45

,    .y =

−

= −
−

=

307

10.



c)   A =
−

−
− −

= ≠ ⇒
1 1 1
1 1 0
1 1 1

2 0 Es un sistema compatible determinaado.

      Resolvemos por Cramer:x =

−
−

− − −
−

−

1 1 1
0 1 0
1 1 1

1 1 1
1 1 0
1 −− −

= = =

−

− −
−

−
− −

= = =

−
− −

1 1

2
2

1

1 1 1
1 0 0
1 1 1
1 1 1
1 1 0
1 1 1

2
2

1

1 1 1
1 1 0
1 1 1

, ,y z
11 1 1
1 1 0
1 1 1

2
2

1

1 1 1

−
−
− −

= =

=

.

( , , ) ( , , )      Solución:     x y z

d)    A = − −
−

= ≠
1 2 1
1 1 0

0 1 1
2 0, sistema compatible, determinado.

       Resolvemos por la matriz inversa, .

      Matriz

X A B= ⋅-1

  inversa:  

      Solución: 

A

x

− =
− −

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1
2

1 3 1
1 1 1
1 1 1

( ,, , ) ( , , )    

Resolvemos por Cramer.

y z

x

= −

=

2 1 0

10 1 2
14 2 3
34

a)   
44 6

2 1 2
3 2 3
7 4 6

6
1

6

2 10 2
3 14 3
7 34 6
2 1 2
3 2 3
7 4 6

2
1

2

2 1 10
3

= −
−

= = =
−

= − =, ,y z

22 14
7 4 34
2 1 2
3 2 3
7 4 6

0
1

0

6 2

=
−

=

= −

.

( , , ) ( , ,      Solución:     x y z 00
4 3 3
1 1 1
5 2 2
1 3 3
2 1 1
3 2 2

28
28

1

1 4 3
2 1 1
3 5 2
1 3 3

)

,b)   x y=

−
−

−
−

= −
−

= =

−

−
22 1 1
3 2 2

28
28

1

1 3 4
2 1 1
3 2 5

1 3 3
2 1 1
3 2 2

0
28

0

−

= −
−

= =

−

−
−

=
−

=, .z

      Soluución:     ( , , ) ( , , )x y z

x

=

=
−

= −

1 1 0
3 1 3
3 2 1
9 1 1
3 1 3
1 2 1
1 1 1

42c)   
−−

= =
−

= −
−

= =
10

21
5

3 3 3
1 3 1
1 9 1
3 1 3
1 2 1
1 1 1

12
10

6
5

3 1 3
1 2 3
1 1 9

3 1 3
1 2

, ,y z

11
1 1 1

36
10

18
5

=
−

= − .
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      Solución:  ( , , ) , ,x y z

x

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

−

−

21
5

6
5

18
5

2 1 2
3 1 3
2

d)   
33 2

3 1 2
2 1 3
1 3 2

24
12

2

3 2 2
2 3 3
1 2 2
3 1 2
2 1 3
1 3 2

24
12

2

3 1

=
−

= − =

−

−
=

−
= − =, ,y z

−−

−
= −

−
=

= −

2
2 1 3
1 3 2
3 1 2
2 1 3
1 3 2

36
12

3

2

.

( , , ) (      Solución:   x y z ,, , )  

A partir del enunciado del problema planteamos el

− 2 3

  sistema: 
40 10 150 924
60 15 250 1390
30 6 100 64

x y z
x y z
x y z

+ + =
+ + =
+ + = 66

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

      Resolvemos por Cramer y obtenemos la solución::  = 15 euros,  = 30 euros,  = 0,16 euros. 

  Matrice

x y z

a) ss de los coeficientes y ampliada:

                                                          ,A =
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 1 2
3 1 1
0 1 1

     

      Vemos si el rango de 

M =
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 1 2 0
3 1 1 5
0 1 1 3

lla matriz  es 3 (máximo que puede alcanzar).

       

A
2 1 2
3

−
11 1

0 1 1
13 0 3− = ≠ ⇒ = =rango A rango M( ) ( ), sistema compatible, deterrminado.

      Resolvemos por Cramer:

       x =

−
−

0 1 2
5 1 1
3 1 1
2 −−

−

= =

−
−

−
−

= =

−

1 2
3 1 1
0 1 1

12
13

2 0 2
3 5 1
0 3 1
2 1 2
3 1 1
0 1 1

34
13

2 1 0
3

,  ,  y z

11 5
0 1 3

2 1 2
3 1 1
0 1 1

5
13

12
13

34
13

5
1

−
−

=

=

.

      Solución: ( , , ) , ,x y z
33

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

  Matrices de los coeficientes y ampliada:

     

b)

                                                    A =

−1 2 3
11 3 2
1 1 4
1 4 2

1 2 3 4
1 3 2 6
1 1 4 2
1 4 2 8

−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

=

−
−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

,   M

⎠⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 

      La matriz  es de orden 4, veamos si su rangoM   es 4, en cuyo caso el sistema sería incompatible, puesto  que el 
      máximo rango de  es tres.A
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11 2 3 4
1 3 2 6
1 1 4 2
1 4 2 8

0 3

−
−
−
−

= ⇒ ≤rango M( )

      Menor de orden dos  de las dos matrices:  el rango de las matric
1 2
1 3

1 0
−
−

= − ≠ ⇒ ees es mayor o igual dos.

      Menores de orden tres de lass dos matrices:  .

      El rango de las m

1 2 3
1 3 2
1 4 2

1 0
−
−
−

= ≠

aatrices es tres, igual al número de incógnitas; el sistemaa es compatible, determinado.

      Formamos el sistema conn las ecuaciones que forman el mayor de orden tres anterioor:  

      Resolvemos por

x y z
x y z
x y z

− + =
− + =
− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 3 4
3 2 6
4 2 8

  Cramer:    
   Matrices de los coeficie

( , , ) ( , , )x y z = −0 2 0
c) nntes y ampliada: 

                                                             ,    A M=
−

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−1 3 2

2 1 4
1 4 6

1 3 2 5
2 11 4 3
1 4 6 8

− −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

      Vemos si el rango de la matriz   es 3 (máximo que puede alcanzar).  A rang
1 3 2
2 1 4
1 1 6

0
−

−
−

≠ ⇒ (( )A ≥

−

2

1 3
2

      Menores de orden dos de las dos matrices: 
11

6 0 2 2= ≠ ⇒ = ≥rango A y rango M

M

( ) ( ) .

      Estudio de la matriz .
       Menores de orden tres de la matriz : 

       

M
1 3 5
2 1

−
−−
−

= ≠ ⇒ = ≠ =3
1 1 8

14 0 3 2rango M rang A( ) ( ), sistema incompatible.

d)    Se trata de un sistema homogéneo, por tanto es compatibble.

      Estudio de la matriz de los coeficientes:  A =

1 3 00 1
3 1 1 0
1 3 2 0
2 2 1 1

−
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

      La matriz  es de ordeA nn 4, veamos si su rango es cuatro: 

1 3 0 1
3 1 1 0
1 3 2 0
2 2 1 1

0
−

− −

= ⇒ rrango A( ) < 4.

      El rango de la matriz de los coeficientess es menor que el número de incógnitas; el sistema es comppatible, 
      indeterminado.
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      Menor de orden dos:  

      Menor

1 3
3 1

8 0 2= − ≠ ⇒ ≥rango A( )

ees de orden tres:  ; sistema com
1 3 0
3 1 1
1 3 2

10 3
−

= − ⇒ =rango A( ) ppatible, indeterminado uniparamétrico.

      Formamos el siistema con las ecuaciones que forman el menor de orden trees anterior: 

      
x y t
x y z

x y z

x y t+ + =
+ + =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

+ = −3 0
3 0

3 2 0

3
33 0

3 2 0
x y z

x y z
t

+ + =
− + =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

=      Hacemos .
      Resolvemos 

λ
ppor Cramer:       

  Se escribe la 

( , , , ) ( , , , )x y z t = −λ λ λ λ2

a) mmatriz ampliada asociada al sistema y se trata de escalonaar.

     
a

a a
a a

cambiar f por f a a
a a

a

1 1 1
1 1
1 1

1 1
1 1

12

1 3
2⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒
11 1

1 1
0 1 1
0 1 1

2 1

3 1

2

2

2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− +
− +

⇒

⇒ − − −
− −

f f
f af

a a
a a a a

a a a
     

33
2 3

2

2

2 3 21

1 1
0 1 1
0 0 2 1−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ +

⇒ − − −
+ − + − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜f f

a a
a a a a

a a a a a

⎞⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

     Esta es la matriz ampliada asociada al sistema:  

 
I) 

x y z a
a y a z a a

a a z a a a

+ + =
− + − = −

+ −( ) = + − −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2

2

2 3 2

1 1
2 1

( ) ( )

    Si en la tercera ecuación el coeficiente de  fuera cez rro, esto es . Las soluciones de esta ecuación 
   

a a2 2 0+ − =
   son:  y .

       , la tercera ecua
a a

a
= = −

=
1 2

1Primer caso : cción  queda 0  = 0, por lo que el sistema será compatiblez ,, indeterminado.
      , la tercera ecuacSegundo caso : a = −2 iión queda 0  = 3, por lo que el sistema será incompatiblz − ee.
        y  , sistema es compatible, Tercer caso : a a≠ ≠ −1 2 ddeterminado,
II)  Solución para .

     Sistema escalonad

a = 2

oo:  

     De la tercera ecuación:  

x y z
y z

z

+ + =
− + =

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1
2

4 9

  .

     Se sustituye en la segunda ecuación:   

z

y

=

− + =

9
4

9
4

2,, y

x

= − + =

+

2 9
4

1
4

.

     Se sustituye en la primera ecuación:  11
4

2 9
4

1 4 19
4

3
4

+ = = − = −· , x
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     Solución:  

  Se escribe la m

( , , ) , ,x y z = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3
4

1
4

9
4

b) aatriz ampliada asociada al sistema y se trata de escalonarr.

     

     Est

a a
a

f af a a a
a

6
1 1 3

0 2 6 3
1 1 3

1 2
2

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−
⇒

− −
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

aa es la matriz asociada al sistema:  ( )
( )

2 6 3
1

2a a y a
x a

− = −
+ − yy

y
=

⎧
⎨
⎩ 3

I)   Si en la primera ecuación el coeficiente de  ffuera cero; esto es,  
     Las soluciones de esta

2 02a a− = .
  ecuación son:  y .

         y , l
a a

a a
= =

≠ ≠
0 2

0 2Primer caso : aa primera ecuación tiene solución única, sistema compatiblle, determinado.
      ,  la primera ecuacSegundo caso : a = 0 iión queda 0  = 6, el sistema es incompatible.
     

y
Tercer ccaso :  , la primera ecuación queda 0  = 0, el sistema ea y= 2 ss compatible, indeterminado.

II)  Solución para . 

     

a = 2

SSistema escalonado:   

     Se hace  y se s

0 0
3

y
x y

y

=
+ =

⎧
⎨
⎩

= λ uustituye en la segunda ecuación: .
     La solución e

x = −3 λ
ss:   

Formamos las matrices de los coeficient

( , ) ( , )x y = −3 λ λ

ees y la ampliada:

                                                          ,  A a M=
−

− − −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

− −
1 1 1
1 1 4

1 1 2

1 1 1 6
1 1 aa −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

4 7
1 1 2 11

Calculamos los valores del parámetro a  que anulan el determinante de la matriz :

 

A

A a=
−

− − −
1 1 1
1 1 4

11 1 2
2 4 0 2

2 3

= − + = ⇒ =

≠ ⇒ = =

a a

a rango A rango M

.

  , siPrimer caso : ( ) ( ) sstema compatible, determinado.
  , las matSegundo caso : a = 2 rrices del sistema serán:

                                                         ,    A M=
−

− − −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−1 1 1

1 1 2
1 1 2

1 11 1 6
1 1 2 7

1 1 2 11
− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

Menores de orden dos de las dos mmatrices:  .

El menor de

1 1
1 1

2 0 2 2
−

− −
= − ≠ ⇒ = ≥rango A y rango M( ) ( )

  orden tres de  se anula como hemos visto.

Menor de orden

A

  tres de :  , sM rango M rango A
1 1 6
1 1 7

1 1 11
36 0 3 2

−
− − = − ≠ ⇒ = ≠ =( ) ( ) iistema incompatible.

Resolvemos por Cramer el primer caso,   :

 ,  

a

x a
a a

y a
a a

≠

= − +
− +

= −
−

+ = − +
− +

= −
−

+

2
17 88
2 4

27
2

17
2

5 28
2 4

9
2

5
2

,,  .z
a a

= −
− +

= −
−

36
2 4

18
2

312

15.



Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada:

                                                            AA
a

a M
a

a
a

= − −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= − −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 4
1 2

0 1 1

1 4 1
1 2 1

0 1 1
 ,   

Calcculamos los valores del parámetro a que anulan el determinnante de la matriz :

 y .

A

A
a

a a a a a= − − = + − = ⇒ = = −
1 4

1 2
0 1 1

2 3 0 1 32

Priimer caso :  , sistema compatibla y a rango A rango M≠ ≠ ⇒ = =1 3 3( ) ( ) ee, determinado.
 , las matrices del sistemSegundo caso : a = 1 aa serán:

                                                           ,    A M= − −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= − −
⎛

⎝

⎜
⎜

1 1 4
1 1 2

0 1 1

1 1 4 1
1 1 2 1

0 1 1 1⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
= ⇒Menores de orden dos de las dos matrices:  

1 1
1 1

2 rrango A rango M

M

( ) ( )= ≥

−

2 2

1 1 1

 y .

Menores de orden tres de :  11 1 1
0 1 1

0 2= ⇒ = =rango M rango A( ) ( ), sistema compatible, indetermminado.

 ,  las matrices del sistema seránTercer caso : a = −3 ::

                                                            ,   

M

A M= − −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= − −
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

3 1 4
1 3 2

0 1 1

3 1 4 1
1 3 2 1

0 1 1 3

eenores de orden dos:  .

Meno

3 1
1 3

10 2 2
−

= ⇒ = ≥rango A y rango M( ) ( )

rres de orden tres de :  M rango M rango
3 1 1
1 3 1

0 1 3
26 3 2− = ⇒ = ≠ =( ) (( )A

a a

, sistema incompatible.

Para  y , resolvemos por≠ ≠ −1 3   la regla de Cramer:

 ,  x a a
a a a

y a a= − − +
+ −

=
+

− = − +4 5
2 3

7
3

4 2 32

2

2 11
2 3

7
3

2 1
2 3

1
3

1

2

3

2

2

a a a
z a

a a
a a

a

a

+ −
= −

+
+ = −

+ −
= + +

+

=

 ,  .

Para  formaamos el sistema:  

El sistema es escalonad

x y z
y z

+ + =
+ =

⎧
⎨
⎩

4 1
1

oo, hacemos .

Sustituimos en la segunda ecuación: .

z

y

=

= −

λ

λ1

SSustituimos en la tercera ecuación:   .

Solu

x = − + − = −1 1 4 3λ λ λ

cción:     ( , , ) ( , , )x y z = − −3 1λ λ λ
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17. a)  Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliadaa:

                                                            ,   A
a

a
M

a

a a
=

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 2
0 1 1

0 1

1 2 1
0 1 1 0

0 1
   

     Calculamos los valores del parámetro a que anulan eel determinante de la matriz :

      

A

A
a

a
a a=

−
− = − +

1 2
0 1 1

0 1
22 −− = ⇒ =

≠ ⇒ =

1 0 1

1

a

a rango A rango

, raíz doble.

      Primer caso : ( ) (( )M = 3, sistema compatible, determinado.
     Segundo caso :   , las matrices del sistema serán:

                    

a = 1

                                       A =
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞1 2 1
0 1 1
1 0 1 ⎠⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

 ,    

     Menor de orden d

M
1 2 1 1
0 1 1 0
1 0 1 1

oos de las dos matrices:  
1 2
0 1

1 0 2 2
−

= − ≠ ⇒ = ≥rango A y rango M( ) ( ) ..

     Menor de orden tres de :  M rango M
1 2 1
0 1 0
1 0 1

0 2− = ⇒ = =( ) rrango A

a

( ), sistema compatible, indeterminado.

     Para  ≠ 11 1 0 0, resolvemos por la regla de Cramer:      ( , , ) ( , ,x y z = ))

     Para , formamos el sistema:  

  

a
x y z

y z
=

+ − =
− + =

⎧
⎨
⎩

1
2 1

0
    Hacemos       .

     La solución 
z y x x= = + − = = −λ λ λ λ λ; ; ,2 1 1
ees:     

  Formamos las matrices de los
( , , ) ( , , )x y z = −1 λ λ λ

b)   coeficientes y la ampliada:

                                                            ,  A
a

a
=

− −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 4
0 1 1

0 2
    

     Calculamos los valore

M
a

a
=

− − −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 4 2
0 1 1 0

0 2 2
ss del parámetro a que anulan el determinante de la matriz  

      , doble.

     

A

A
a

a
a a a

:

=
− −

− = + + = ⇒ = −
2 4
0 1 1

0 2
4 4 0 22

Primer  caso :   , sistema compatible, deta rango A rango M≠ − ⇒ = =2 3( ) ( ) eerminado.
      , las matrices asociadas Segundo caso : a = −2 aal sistema serán:

                                                           ,    A M=
−

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
− −2 4 2

0 1 1
2 0 2

2 4 2 2
0 1 −−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 0
2 0 2 2

     Menor de orden dos de las dos matriices:  .

     

2 4
0 1

2 0 2 2
−

= ≠ ⇒ = ≥rango A y rango M( ) ( )
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     Menor de orden tres de :  M rango M
2 4 2
0 1 0
2 0 2

0 2
− −

−
= ⇒ = =( ) rrango A

a

( ), sistema compatible, indeterminado.

     Para  ≠ −−2, resolvemos por la regla de Cramer: 

                                                             x a
a a

= +
+ +

2 2
4 42

( ) ,,  ,  .

     Para  forma

y a
a a

z a
a a

a

= +
+ +

= +
+ +

= −

2 2
4 4

2 2
4 4

2

2 2
( ) ( )

mmos el sistema:  

     Hacemos .
    

2 4 2 2
0

x y z
y z

z

− + = −
− =

⎧
⎨
⎩

= λ
  Sustituimos en la segunda ecuación: .

     Sustituimos
y = λ

  en la primera ecuación:  .
     Solució

2 4 2 2 1x x− + = − = − +λ λ λ,
nn:      

Formamos las matrices de los co

( , , ) ( , , )x y z = − +1 λ λ λ

eeficientes y la ampliada:

                                                           ,  A
m

M=
−

− +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
2 1 1
1 1 2
1 0 2

2 11 1 2
1 1 2 5
1 0 2 3

−

− +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟m

Calculamos los valores del parámeetro m que anulan el determinante de la matriz :

 

A

A =
−2 1 1

1 11 2
1 0 2

1 0 1

1 3
− +

= − = ⇒ =

≠ ⇒ = =
m

m m

m rango A rango M

.

  ,Primer caso : ( ) ( )   sistema compatible y determinado.

  las mSegundo caso : m = 1 aatrices serán:   ,   A M=
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
−

−

2 1 1
1 1 2
1 0 3

2 1 1 2
1 1 2 5
1 00 3 3

2 1
1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

Menor de orden dos de las dos matrices:  
11

1 0 2 2

2 1 2

= ≠ ⇒ = ≥rango A y rango M

M

( ) ( ) .

Menor de orden tres de : 11 1 5
1 0 3

0 2
−

= ⇒ = =rango M rango A( ) ( ), sistema compatible, indeterrminado.

Para  , resolvemos por la regla de Cramer: m x≠ 1 ( ,      

Para  formamos el sistema: 

y z

m
x y z

x

, ) ( , , )= −

=
+ − =

+

3 8 0

1
2 2

yy z
f f

x z
x y z

z

+ =
− ⇒

− = −
+ + =

⎧
⎨
⎩

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

=

2 5
3 3

2 51 2

Hacemos   y sustituλ iimos en la primera ecuación, .

Sustituimos en la se

x = − +3 3λ

ggunda ecuación:  .

Solución:   

− + + + = = −

=

3 3 2 5 8 5λ λ λy y

x y z

;

( , , ) (( , , )− + −3 3 8 5λ λ λ  



Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada:

                                                           A == −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= − −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

2 1 1
0 1 1
2 1

2 1 1 3
0 1 1 1
2 1λ λ μ

,     

Me

M

nnores de orden dos de las dos matrices:  

El rango

2 1
0 1

2 0= ≠

  de las matrices es mayor o igual a dos.

Menor de orden trees de las dos matrices:  .
2 1 1
0 1 1
2 1

2 6 0 3−
−

= − = ⇒ =
λ

λ λ

Primer casso :   ; con independencia de los vaλ ≠ ⇒ = =3 3rango A rango M( ) ( ) llores que tome , el sistema es 
compatible, determinado.
P

μ

aara  = 3, el rango( ) = 2 y  , calculamos el rλ A rango M( ) ≥ 2 aango de  para los distintos valores de .

Menores de orde

M μ

nn tres de :  

  

M

y

2 1 3
0 1 1
2 1

2 10 0 5

4

−
−

= − = ⇒ =

=
μ

μ μ

λ μSegundo caso : ≠≠ ⇒ = ≠ =5 2 3rango A rango M( ) ( ), sistema incompatible.
Tercer casoo :   = 4 y = 5 rango(A) rango(M) 2 , sistema compatibleλ μ ⇒ = = ,, indeterminado.
Para  , resolvemosλ ≠ ⇒ = =3 3rango A rango M( ) ( )   por la regla de Cramer: 

 x =

− −
−

−
−

= − −

3 1 1
1 1 1

1
2 1 1
0 1 1
2 1

2μ λ

λ

λ μ
λλ

μ λ

λ

μ λ
λ

μ
−

=

− −

−
−

= + −
−

=

−
−

3

2 3 1
0 1 1
2
2 1 1
0 1 1
2 1

4
3

2 1 3
0 1 1
2 1
2 1 1
0

; ; y z

11 1
2 1

1
3

4 5 2

−
−

= −
−

= = ⇒ = =

λ

μ
λ

λ μ

.

( ) ( )Para   y , formarango A rango M mmos el sistema:  

Es un sistema escalonad

2 3
1

x y z
y z
+ + =

− = −
⎧
⎨
⎩

oo, hacemos .
Sustituimos en la segunda ecuación:  

z
y

=
= − +

α
1 αα

α
.

Sustituimos en la tercera ecuación:    .
Solución: 

x = −2
(( , , ) ( , , )

,

x y z

A B C

    

Sean   y  los tres números.

La

= − − +2 1α α α

ss condiciones del problema se traducen en el siguiente sisstema:

A B C
A C B

B C

A B C
A B

+ + =
+ + =

+ =

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⇒
+ + =
+ +

210

2 4
95

2
80

210
2 2CC

B C

A

=
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

=

380
160

50Resolvemos por la regla de Cramer: ,    .B C= =40 120,
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Sean    las centenas, decenas y unidades, respectivamx y z, , eente, que forman el número que buscamos.
  
En forma polinómmica el número se expresa así: 1 . 
Las condicione

00 10x y z+ +
ss del problema se traducen en el siguiente sistema:

x y z+ + = 118

2
100 10 100 10 198

18
2y x z

z y x x y z

x y z
x y z= +

+ + − − − =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⇒
+ + =

− + − = 00
99 99 198

18
2 0

2− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

+ + =
− + − =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪x z

x y z
x y z

x z

 
Resolvemoss por regla de Cramer:   .
El número es: 567.

Se

x y z= = =5 6 7, ,

aa  las fotos  que realiza en calidad normal e  las que x y rrealiza en calidad óptima.

Las condiciones del problema se  traducen en el siguiente sistema: 
x y
x y
+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

⇒
24

0 20 9 2, ,α
xx y

x y
x y

x

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

+ =
+

24
2 10 92

24
2 10

α

α
Resolvemos por reducción: 

yy E E
x y

y=
⎧
⎨
⎩ −

⇒
+ =
− =

⎧
⎨
⎩

− = =
92 2

24
10 2 44

10 2 0 0
2 1 ( )

, ,
α

α α

 

Si   a)   220
0 20

 el sistema es incompatible.
      Para   el sisteα ≠ , mma es compatible determinado.

Sí, para  =  0,20 megab)   α bbytes.
Si ocupó con 24 fotos 9,2 megas como el enuncic)   aado dice que  es fijo y el sistema es compatible, determα iinado 

     (solución única), por tanto hizo el mismo númerro de fotos de los dos tipos en las dos semanas.

Sean  x y, ,,   las edades de los tres vecinos.

Las condiciones del pr

z

ooblema se traducen en el siguiente sistema:  

x y z
x y

+ + =

=

54

2 33

2 4
x z

y

=

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

 
Resolvemos por sustitución.

Se despejan  een la segunda ecuación y  en la  tercera ecuación:   z y = 3xx z x x
2

4
2

2;  .

Sustituimos estos valores en la primera ecu

= =

aación:  ; 

  ;  .

Su

x x x

x x x x x

+ + =

+ + = = = =

3
2

2 54

2 3 4 108 9 108 108
9

12;

sstituimos este valor en las incógnitas despejadas: 

 y = 3 1. 22
2

36
2

18 2 12 24= = = ⋅ =,   .

Las edades de los vecinos serán: 1

z

22 años, 18 años y 24 años.
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Todos los problemas, que admiten solución mediante el  plannteo de sistemas se puede resolver mediante el planteo 
de  una ecuación. En algunos casos plantear la ecuación es seencillo, este es uno de esos casos.

Sea  los kilómetros qx uue recorre Juan, Pedro recorrerá 2 , y Luis recorrerá  x x2 ⋅⋅ =3
4

3
2
x .

Las condiciones del problema se traducen en la sigguiente ecuación:

 ;      , x x x x x x x x+ + = + + = = =2 3
2

45 2 4 3 90 9 90; 990
9

10=  km recorre Juan.

Pedro recorrerá: 20 km.

Luis recorreerá:   km.

Sean    las partes     que re

3 10
2

15⋅ =

x y z P Q R, , , , aalizan Juana y Mercedes.
Las condiciones del problema se trraducen en el siguiente sistema: 

 
x y z

x y
+ + =

+ +
2000

0 04 0 05 0, ´ ,,
, , , ;

;04 85
0 05 0 06 0 04 95

100
100

2000
42

3

z
x y z

E
E

x y z
x=

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

+ + =
++ + =
+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

=

5 4 8500
5 6 4 9500

50

y z
x y z

xResolvemos por Cramer: 00 500 1000, ,   .
Solución: 500 ¬ , 500 ¬ y 1.000 ¬

y z
P Q R

= =
= = = ..

Sean    las edades respectivas del mayor, mediano yx y z, ,   menor de los tres hermanos.

Las condiciones del problema sse traducen en el siguiente sistema: 
x y z

x y z
+ + =

+ + =
⎧
⎨

37
2 3 69⎩⎩ −

⇒
+ + =

+ =
⎧
⎨
⎩

=
E E

x y z
y z

y
2 1

32
2 32

32a)  De la segunda ecuación: −−
+ − + =

2
32 2

z
x z z

.
     Se sustituye en la primera ecuación:  337 5

5
32 2 5 22

5 5 10

;
.

  .

1. Si   no es po

x z

z
y

x

= +

= ⇒
= − =

= + =
⎧
⎨
⎩

b)  ssible, pues entonces el mediano tendría más edad que el maayor.

     2. Si    no es posiblz
y
x

= ⇒
= − =
= + =

⎧
⎨
⎩

12
32 24 8
5 12 17

ee, ya que entonces el mediano tendría menos edad que  el mmenor.

De las dos contradicciones anteriores se observc)  aa que la edad del menor debe cumplir, , ser un núme5 12< <z rro 
     natural, las edades se expresan en años.
     Para  encontrar la solución o soluciones vamos cerrando el  inttervalo en el que se puede mover z.

     Si   z
y

= ⇒
= − =

6
32 12 220
5 6 17

11
32

x

z
y

= + =
⎧
⎨
⎩

= ⇒
=

 , no es posible por b) 1.

     Si  
−− =

= + =
⎧
⎨
⎩

=

22 10
5 11 16

10

x

z

 , no es posible por b) 2.

     Si  ⇒⇒
= − =
= + =

⎧
⎨
⎩

y
x

32 20 12
5 10 15

 , esta solución es posible menor 110 años, mediano 12 años y mayor 15 años.

     Si  z
y

= ⇒
=

9
322 18 14
5 9 14

− =
= + =

⎧
⎨
⎩ x

 , esta solución admite el siguiente razzonamiento: es viable siempre que el mediano 

     y el mayyor hubieran nacido el mismo año, por ejemplo el mayor en  enero y mediano en noviembre, siempre que la 
     preguntta se realice en  días posteriores a los cumpleaños del meediano y del pequeño.
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27. Sean x, y, z, los precios unitarios respectivos de los ingredientes A, B y C.

Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema:

Resolvemos por Cramer: x = 0,30, y = 0,20,  z = 0,10.
Solución: x = 0,30 euros, y = 0,20 euros, z = 0,10 euros.

28. Sean x el número de las gallinas, y el de patos, z el de pavos que viven en la casa rural.
El sistema que resulta es:

Eliminamos z en la segunda ecuación aplicando el método de reducción: 

Despejamos x en la segunda ecuación:                    .

Por las condiciones que impone el enunciado, los valores de las incógnitas son números naturales.
Damos sucesivos valores naturales a x para obtener valores naturales de y.

Solución única que cumple las condiciones del enunciado del problema: dos gallinas, tres pavos y cinco patos.

29. Resolvemos por reducción:

Despejamos X en la segunda ecuación y sustituimos en la primera:
X = 6A – 2B; 12A – 4B + Y = 3A; Y = – 9A + 4B.

Sustituimos A y B por sus valores:

30. Resolvemos por la regla de Cramer.
Determinante de la matriz de los coeficientes: 2 3

4 1
14

−
=

X

Y

=
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= −
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

−

6
1 0
1 2

3
1 2

3 1
3 6
3 15

9
1 0
1 2

4
1 22

3 1
13 8

21 14
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 3
3 2 2 2

2 3
2 62 1

X Y A
X Y B E E

X Y A
X B A

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩ −

⇒
+ =

− = −
⎧
⎨
⎩

x y

x y

= ⇒ = − =

= ⇒ = −

1 19 5
3

14
3

2 19 10
3

el cociente no es un número natural.

; == = ⇒ = − − =

= ⇒ = − =

9
3

3 10 2 3 5

3 19 15
3

4
3

z

x y

.

el cociente no es un número natuural.

y x= −19 5
3

x y z
x y
+ + =
+ =

⎧
⎨
⎩

10
5 3 19

x y z
x y z

+ + =
+ + =

⎧
⎨
⎩

10
7 5 2 39

2 0 9
2 0 8

2 0 7

x y z
x y z
x y z

+ + =
+ + =
+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,
,
,
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31. Resolvemos por la regla de Cramer.

Para simplificar expresiones ponemos:                                              .

Determinante de la matriz de los coeficientes:

32. Resolvemos por la regla de Cramer.

Para simplificar expresiones ponemos:                                                                     

Determinante de la matriz de los coeficientes:.

X

A
B

A B=

−

−
= + =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛
3

2
1 3
3 2

1
11

2 3 1
11

2
1 3 0
1 2 2

3
0 2 3
1 0 5

( )
⎝⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
−

= − =
−⎛

1
11

2 12 9
5 4 11

1
3
1 3
3 2

1
11

3 1
11

0 2 3
1 0 5

Y

A
B

B A( )
⎝⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

− =
−

3
1 3 0
1 2 2

1
11

3 7 3
2 6 11

2 1
11

2
X Y

112 9
5 4 11

2
11

3 7 3
2 6 11

1
11

8 26 3
9 16 11

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

−
− −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

A B=
−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 3 0
1 2 2

0 2 3
1 0 5

  y  .

X

A
B A B A B=

−

−

= − −
−

= + =
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

1
3

5 1
3 3

3
18

1
18

3 1
18

3
2 0
1 1

( )
⎛

⎝
⎜

=

−

= −
−

= − =

5
3
5 1
3 3

5 3
18

1
18

3 5 1
18

Y

A
B B A A B( ) 33

2 0
1 1−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

⎛

⎝
⎜

Inversa  de : 

Inversa de : 

X X

Y Y

−

−

=
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
−

− −

1

1

1
7

18 12
0 42

1
41

18 60
72 66

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

5 1
3 3

18
−

= − .

A B=
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 0
1 1

1 2
3 0

 y  

X

A
B A B A B=

−

−
= + = + =

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

3
1

2 3
4 1

3
14

1
14

3 1
14

3
1 0
1 2

3
1 2

3 1
( )

⎛⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
−

= − =
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

1
14

0 6
6 9

2
4
2 3
4 1

2 4
14

1
14

2
1 2

3 1
4Y

A
B B A 11 0

1 2
1

14
6 4

10 6−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟



321

1.

2.

3. a) Son linealmente dependientes. Cualquier conjunto que contenga al vector cero es linealmente independiente por-
que se puede formar una combinación  lineal  con los coeficientes no todos nulos que dé el vector cero.

b) Cuatro vectores del espacio siempre tienen que ser linealmente dependientes, porque el rango de esa matriz no
puede ser 4.

4.

5.

6.
Hallamos  para que determinante ( ) = 0,     a u v w

a a
� � �
, ,

1 2+ aa
a a

a
a a a a

a a a

1
1 1

0 0 1 0

0 1 1

3 2= − = → − = →

→ = = − =

, ,

, , .

( )

y  Cualquier valoor de a distinto de 0, -1 y 1 hace que sean linealmente inndependientes. 
De (2, 3, 4) + (2, 1, 2) + (1, 2, 1) = x y z ((3, 3, 0) Sale el sistema:

  
2 2 3
3 2 3
4 2 0

x y z
x y z
x y z

+ + =
+ + =
+ + =

⎫
⎬
⎪⎪

⎭⎪
= − = = = − cuyas soluciones son: ,  ,   Luego x y z t3

2
3
2

3 3.
�

22
3
2

3� � �
u v w+ + .

1 2 3
1 0 1

4 4 4

1 2 3
0 2 4
0 4 8 4

1 21

2 1

3 1

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
−

∼ ∼
u

u u
u u

33
0 2 4
0 0 0 4 2

4 2

1

2 1

3 1 2 1

3 1 2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
− + +

− + +

u
u u

u u u u

u u u u

( )

Como ( 11 1 2 30 2 2 0)   = − + + =
� �
, .u u u

Como  
1 1 2
1 2 1
2 1 1

4, el rango es 3 y son linealmente indepe= − nndientes.

De  (1,1,2) (1,2,1) (2,1,1) (8,0,4), obtenemox y z+ + = ss el sistema

que tiene como s
x y z
x y z
x y z

+ + =
+ + =
+ + =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

2 8
2 0

2 4
ooluciones 1,  3,  5, luego  5 .x y z w u u u= = − = = − +

� � � �
1 2 33

u

v

w
u2

v3

u

v2

w

u

v

u

v

+
u

v

u

3u

u

v-2

u

v2

-

UNIDAD 4. LOS VECTORES
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7.

8.

9. (1, 3 ,0),  (0, 2, 1), (2, 0, –3).

10. t→= x v→+ y w→= x (1, –1, 2)+ y (2, –2, 3) = (x+2y, –x–2y, 2x+ 3y) 

(x+2y, –x–2y, 2x+ 3y)·(3, 5, –1) = 0,  3x + 6y – 5x –10y – 2x – 3y = 0, –4x –7y = 0,  x = –      y

Hay muchos vectores que satisfacen las condiciones del problema, por ejemplo, uno de ellos se obtiene tomando y = –4
por tanto x = 7. El  vector  t→= 7 w→–4 w→ = 7(1, –1, 2) – 4(2, –2, 3) = (–1, 1, 2) es uno de ellos.

11.

12.

13.

14. � � � � � � � � � � � � � � �
v w v w v w v v w w v w v v v+ = + ⋅ + = + ⋅ + = + =2 2 2 2 22( ) ( ) cos ( ,

�� � � � � � �

� � � �
v w w w w v w

v w v v

)+ cos ( ) ; , ,= ⋅ + ⋅ = + =

− = +

9 9 6 6 117 117

22 2 ⋅⋅ + = + = − =
� � � � � �
w w v w v w2 2 2 117 117,  . Los módulos son iguales y  los vectores tienen sentidos opuestos.

a)  ( ) ( ) 0 ,   ( )� � � �
v w m m m v t⋅ = − ⋅ = − + + = = ⋅ =2 2 1 1 4 2 2 4 3 3 1 4, , , , ; , , ⋅⋅ − = − + + = =

= = −

( ) 0. Luego ;
  ( ) y ( ).

3 1 9 4 5
3 1 4 3 5 1

, ,

, , , ,

n n n

w t
� �

bb)  cos ( ) 0,9578,  arco cos 0,9578=16º 41' 46� �
v t, = =17

3 35
,,36".

cos ( , )  arco cos 0,254 = 104º
� �

� �
� �i v i v
i v

= ⋅
⋅

= − = − −2
62

0 254, ,   42´ 51,6´´

cos ( , ) 0,381, arco cos 0,
� �

� �
� �j v j v
j v

= ⋅
⋅

= =3
62

3381 = 67º 36´ 15,62´´     

cos ( , ) 0
� �

� �
� �k v k v
k v

= ⋅
⋅

= − = −7
62

,,889, arco cos 0,889 = 152º 44´ 52,6´´

Si  ,   (  )·(  ) = 0, 0.� � � �
w v w v m n m n⊥ ⋅ = − − + + =0 6 8 3 12 3 6 96, , , , ,    Además    

    

�
w m

m m m

= + + =

+ = + = =

2

2 2 2

36 64 10

100 10 100 100 0

,

, , , mm m n n

n

= + + = + =

= − = −

0 3 6 96 0 6 96 0
96
6

16

. Sustituyendo en   

. Lue

, ,

ggo   y .m n= = −0 16

7__
4

a) b) c) d) 5;       5    2    3 ,  � � � � � � � �
v w w v w t v w⋅ = − ⋅ = − ⋅ = = == = = − = −5,  10;     cos ( ) ,

   ángulo (

� � �

�
t v w

v

e) , ,

,

5
3 5

0 7453
��

� �
w

w t

) arco cos 0,7453 138º 11´ 22,8´´.

   cos ( ) 0

= − =

= =, 2
5 10

,,2828,    ángulo ( ) arco cos 0,28028 73º 34´ 12,22´´� �
w t, = = ..

a) b) c) d)  = 26;     ;      6 ;    � � � �
u v u v= + − + = ⋅ =1 3 4 102 2 2( ) ccos ( , ) 68,1545 ;    proyección 

de  sobre 

� �

�

u v

u

= =6
26 10

e)

�� � �
�

� �
v u v

v
v u= ⋅ = =    ;   proyección  sobre ;    6

10
6
26

f) g)   , , ;    1
26

3
26

4
26

3
10

1
10

0−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟h) , , .
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15.

16.

17. i→× ( i→ × k→) = i→× (– j→) = –k→

(  i→× i→)× k→= 0→× k→= 0→

18.

19.

20. a)

b)

 (   );   

 (  )

� �

� � �

u v
i j k

m m m

× = −
− −

= −

− − =

1 1 5
2 1 1

6 11 1

6 11 3

, ,

, , 66 121 158 158
158

6 1

2 2 2m m m m m m+ + = = =

= −

;   10,   10 ;   

 Área (  c) , 11 1 36 121 1 158
1

,  )   u. cuadradas; 

 Área del triángulo

= + + =

=d)
22

2 1 1 1 0 6� � � � � �

�

v u v v u v

v

× − = − − =

×

( ) ; como   ( )  y  ( ),

    

, , , ,

(( ) (6,11, 1);    ( ) , Área� �

� � �

� � �
u v

i j k
v u v− = − − = − × − =2 1 1

1 0 6
158   del triángulo  unidades cuadradas.

 Área del triáng

= 158
2

e) uulo .= × = =1
2

1
2

158 158
2

� �
u v

� �
� � �

� �
w t

i j k
w t× = = − − × =1 3 0

2 1 1
3 1 5 35( ),  . El vector unitari, , oo y perpendicular a  y  es � �

w t 3
35

1
35

5
35

, , .− −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

� � � � � �

� �

� � �
u v v u u v

u v
i j k

× ×

× = −

 y  son ortogonales a  y   

 1 1 2
−−

= − − × =

× = ×

3 3 1
7 7 0 7 7 0( ) ,     ( )

7 2   y  = 7 2.

, , , ,
� �

� � � �

v u

u v v u

LLos vectores son: ,   .− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

1
2

0 1
2

1
2

0, , , ,

a)

b)

    ( );

   (  )

� �

� � �

� �

w v
i j k

w v

× = −
−

= − − −

+ = −

1 3 2
1 0 1

3 1 3

2 3 3

, ,

, , ,,     (  )
 

     ( ) ( )

� �

� � � �

� � �

w v

w v w v
i j k

− = −

+ × − = −
−

0 3 1

2 3 3
0 3 1

, ,

== ( ).6 2 6, ,

� �
� � �

� � � � � �
j i

i j k
k k j i i k× = = = − × = − × =0 1 0

1 0 0
0 0 1( ) ,     ,     , ,- −−

�
j .  
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21.

22.

23.

24.

1.

2.

3.
4.

5. El triángulo ABC es rectángulo en C si los vectores CA y CB son perpendiculares, y su producto escalar será cero:
CA→·CB→ = 0,  (5–x, –3, 1)·(–x, 2, 0) = 0,   x 2 – 5x – 6 = 0,  luego  x = 6,  x =–1. Hay dos valores de x para los cuales el
punto C es el vértice del ángulo recto en el triángulo ABC. 

AB CD x y z
	 �	 	 �	

= − = + −(3, 5, 2),    , como deben ser igua( , , )1 2 lles      , 
luego   . El p

( , , ) ( , , )
, ,

3 5 2 1 2
3 6 4

− = + −
= = − =

x y z
x y z uunto .D( , , )3 6 4−

�
0 = ( , , ), ( , , )0 0 0 0 0 0O

M1

M2

M

M3

1

1

T
S

-3

2

2

2

3

3

UNIDAD 5. PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

−
−

−
= − = − = =

m
m

m
m m m m

0 0
0 0
0 0

3 3 3, volumen paralelepípedo 8;   8;  == =8 2.3

� �

� � �

� �
w v

i j k
w v× = −

−
= − − −1 3 2

1 0 1
3 1 3( ) es ortogonal a  y ,   , ,   ( ) también es ortogonal. Por tanto,

�
t m m m= − − −

−
−

3 3

1 3 2
1 0 1

, ,

−− − −
= = = − −

3 3

12
19

12
19

m m m
m m12 ,   19 12 ,  . El vector es ( 3, 1,, 3).−

Son coplanarios si ( ) det ( ) 0� � � � � �
u v w u v w

m
⋅ × = = →

−
−
−

, ,
1 1
1 1 1
2 1 −−

= − − = =
1

1 1 0 1m m m,  si , .

Como 29, entonces  Volumen paralelepípedo 29
−

= − = −
1 1 5

1 3 0
2 1 1

== 29 unidades cúbicas.
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6. a) Son vértices consecutivos de un rectángulo si AB→ y BC→ son perpendiculares, AB→ = (0,4,0),  BC→ = (0,0,-2). Evidente-
mente AB→ · BC→ = (0,4,0) · (0,0,-3) = 0. Son perpendiculares, luego son los vértices consecutivos de un rectángulo.

b) Las coordenadas de D cumplen que AB→ = DC→ luego: (0, 4, 0) = (1–x, 1–y, –1–z),   x =1,   y =–3,  z =–1.

7. Se trata de hallar las coordenadas de un punto C (x, y, z)  tal que el segmento  AC es tres veces mayor que CB.
Luego C, (x, y, z) = (1, –2, 3) + ¾ (4–1, 2–(–2), –1–3) = (13/4, 1, 0)
Las coordenadas de C son (13/4, 1, 0).

8.

9. Sustituimos las coordenadas de los puntos en las ecuaciones paramétricas y si obtenemos en todas el mismo valor
de λ, pertenecen, si no, no pertenecen. El punto A no pertenece porque: 0 = –1+ 4λ,  –1 = 4 –10λ,  1 = –5 + 3λ, dan
diferentes valores de λ. Sin embargo, B pertenece porque al sustituir las coordenadas obtenemos en todas λ = 1. C
no pertenece, pero D sí pertenece.

10.

11. La recta (x, y, z) = (–1+λ, 2, 3) es paralela al eje OX y (x, y, z) = (–1, 2, 3 + λ) es paralela al eje OZ.
12.

13.

14. Se cortan en un punto si rango( , ) rango( , , )� � � � 	 �	
v w v w AB= = 22. Sabemos que (1, 4,5), (2, 2,1)  y

 ( 3, 0, 

� �

	 �	
v w

AB

= − = −

= − mm v w+ =
−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =1

1 4 5
2 2 1

), luego tenemos: rango( , ) rango 2  � � yy rango( , , )

rango 2,  

� � 	 �	
v w AB

m

=

=
−
−

− +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=
1 4 5
2 2 1
3 0 1

ssi 0,   6 12 0,   2. Para 2 se cortan
1 4 5
2 2 1
3 0 1

−
−

− +
= − = = =

m
m m m   en un punto.

Ponemos a las dos rectas en paramétricas.

 
x = 22

3 4
1 5

1 2
3 2

2

+
= − −
= − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

= − +
= − −
= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

λ
λ
λ

μ
μ

μ
y
z

x
y
z

           yy resolvemos el sistema    
2 1 2

3 4 3 2
1 5 2

+ = − +
− − = − −
− + = +

⎫λ μ
λ μ
λ μ

⎬⎬
⎪

⎭⎪

Los vectores de dirección son   y  ;� �
v w= − = −( , , ) ( , , )1 1 2 1 4 2   las rectas pasan por los puntos  y , A B( , , ) ( , , )4 2 3 3 2 0− − −

rrespectivamente, luego .

Estudiamos rango (

AB
	 �	

= − −( , , )7 0 3

�� � � � 	 �	
v w v w AB, ) rango 2   y   rango ( , , ) ra=

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = =

1 1 2
1 4 2

nngo 3. 

Las rectas se cruzan.

1 1 2
1 4 2
7 0 3

−
−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

=

La recta pedida pasa por  (4, 2, 3) y tiene como vector dA − iirector =(1, 2, 6), luego serán: �
v

x
y
z

= +
= − +
= +

⎧
⎨
⎪

⎩

4
2 2

3 6

λ
λ

λ⎪⎪

− = + = −     x y z4
1

2
2

2
6

.

AB AC
	 �	 	 �		

= −( ) = − −( )
−

=
−

= −
−

8 2 2 4 1 1 8
4

2
1

2, , , , , , dividiendo: 
11

2= − .

Es decir,  = - 2 . Son proporcionales, tiAB AC
	 �	 	 �		

eenen la misma dirección; luego los puntos están alineados..

a)  Las ecuaciones paramétricas y continuas son:

      ( ,x y ,, ) ( , , ) .

( , ,

     y   

 

z x y z

x y

= − + − − + + = −
−

= +3 3 4 5 2 7 3
3

4
5

2
7

λ λ λ

b)         y    

 

z x y z

x y

) ( , , ) .

( , ,

= − − + − − −
−

= + = +
−

4 4 1 1 2 4
4

1 1
2

λ λ λ

c)         y   z x y z) ( , , ) .= − − − −
−

= = +
−

1 3 1 8 1
1 3

1
8

λ λ λ
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15.

16.

17.

18.

19. La recta que pasa por B y C tiene como vector director BC→ (2,–4,2)y este vector será perpendicular al plano buscado.
La ecuación del plano buscado es 
2x – 4y + 2z + d = 0;  como pasa por A(3,4,–1) , entonces tenemos: 2·3 –4·4 + 2·(–1) + d = 0, –12 + d = 0, d = 12.
La ecuación del plano es 2x –4y +2z + 12 = 0   o   x – 2y + z + 6 = 0.

20. La recta s y el plano π proporcionan dos vectores paralelos al plano pedido:  v→(1,1,3)  y  n→ (2,–1,1); como ha de pasar
por A(4,0,–1) ecuaciones paramétricas y general son:

Una recta pasa por  y tiene como vector director A( , , )0 1 2−
��
v B= − −( , , ) ( , , )3 2 1 4 2 1, la otra pasa por  y su vector directtor

 . Observamos que rango 2 y calcula� � �
w v w= − =( , , ) ( , )1 1 2 mmos el rango( , ) rango ; 

co

� � 	 �	
v w AB, =

−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

3 2 1
1 1 2
4 1 1

mmo 0,

rango( , ) 2. Las dos rectas se 

3 2 1
1 1 2
4 1 1

−
− =

=
� � 	 �	
v w AB, ccortan en un punto.

Igualamos las ecuaciones paramétricas yy resolvemos el sistema en  y 

   ,

λ
λ

λ
λ

µ
x
y
z

=
= +
= − −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3
1 2

2
       ,      

x
y
z

= +
= −
= − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− =
+ =

− − =

⎧
⎨

4
2

1 2

3 4
2 4 1

2 1

μ
μ

μ

λ μ
λ μ
λ μ

⎪⎪

⎩⎪
= = − −,       y    . El punto de corte es (3,3, 3).λ 1 1µ

Una recta pasa por  y tiene vector director A v( , , ) (0 0 3 2− =
� ,, , ) ( , , )11 1 4 1, la otra pasa por  y su vector director B

w
�

= (( , , ) , ,− − − = ( )4 2 2 1 4 3. Con el punto ,  y  tenemos unA v AB
� 	 �	

aa determinación lineal del plano buscado, 
cuyas ecuacioness paramétricas y general son:

, 
x
y
z

= +
= +
= − + +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2
4

3 3

λ μ
λ μ

λ μ
          .

x
y

z
x y z

2 1
1 4

3 1 3
0 5 7 21 0

+
= − − + + =,

Con el punto  y el punto  de la recta foP A( , , ) ( , , )2 0 1 1 4 2− − rrmamos . Tomando  y como 
vectores

PA P
	 �	

= − −( ) −1 4 3 2 0 1, , ( , , )
  paralelos , de la recta, y  tenemos una � 	 �	

v PA= −( )3 2 1, , ddeterminación lineal del plano buscado, cuyas 
ecuaciones pparamétricas y general son:

 
x
y
z

= − −
= −
= − + +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 3
2 4

1 3

λ μ
λ μ

λ μ
   ,          

x
y

z
x y z x y z

− − −
−

+
= + + − = + + −

2 3 1
2 4

1 1 3
0 10 8 14 6 0 5 4 7 3, , == 0.

Es el plano que tiene de ecuaciones paramétricas:
x = + −1 3 1λ( )) ( )

( ) ( )
( ) ( )

+ −
= + − + −
= + − + −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

=μ
λ μ
λ μ

0 1
1 2 1 1 1
1 0 1 2 1

y
z

x
        

11 2
1
1

1 2+ −
= +
= − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

−λ μ
λ
λ μ

y
z

x
     y la ecuación general es 

−−
−
− −

= − + − =
1

1 1 0
1 1 1

1y
z

x y z0,   0.

                                                            

Y resulta  Sustit

λ μ
λ μ

λ μ
λ μ

− = −
− + =

− =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= =

2 3
4 2 0

5 3
1 2, . uuyendo en las ecuaciones paramétricas encontramos las coorrdenadas del punto de

corte (3, 7,4).−
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21.

22.

23. Si es paralelo a x – 3y + z –15 = 0, el plano pedido tiene de ecuación x – 3y + z + d = 0; como ha de pasar por
A(2,–3,4), entonces 2 – 3·(–3) + 4 + d = 0, 15 + d = 0, d = –15. La ecuación del plano buscado es x – 3y + z –15 = 0.

24.

25. El haz de planos de eje la recta dada es: x + 2y – z – 9 + δ(3x + y – 2z – 3) = 0. El plano del haz que pasa por el origen
O(0,0,0) se obtiene sustituyendo en la ecuación del haz las coordenadas del origen:
0 + 2·0 – 0 – 9 + δ (3·0 + 0 – 2·0 – 3) = 0,   –9 – 3δ = 0,  δ = –3.
Sustituyendo:  x + 2y – z – 9 – 3(3x + y – 2z – 3) = 0,   – 8x – y + 5z = 0.

26.

27.

28. Hallamos el valor de m para que el sistema

x y z
x y z

mx y z

+ + =
+ + =
+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2
2 3 3

10 4 11

tenga infinitas soluciones dependientes de un parámetro. Esto ocurre si rango (A) = rango (A*) = 2.
Encontramos  que para m = 7 el rango de la matriz de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada
es 2 y, por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones dependientes de un parámetro que son las
ecuaciones paramétricas de la recta común a los 3 planos.

Resolvemos el sistema:

 , cu
2 2 5

2 4
5 4 3

x y z
x y z
x y z

− + =
+ − =
− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
yya solución es:        .  Es decir, los trx y z= = − = −3 2

3
5
6

, , ees planos se cortan en un punto cuya

En el haz   buscamos aquel plano qux y z x y z+ + − + − − + =2 2 7 3 1 0δ ( ) ee sea perpendicular a  : .
Si esto ocurre, los 

π x y z− + − =2 1 0
vvectores normales de uno y otro son ortogonales y, por tannto, su producto escalar es cero.

Llamamos n1 1 3 2 2
	�

= + −δ δ, , −−( ) = −( )δ  el vector normal del haz y , entonces n2 1 1 2
	�	

, ,
         ,    

El plan

1 3 2 2 1 1 2 0 3 2 0 3
2+ − −( ) −( ) = + = = −δ δ δ δ δ, , · , , ,

oo buscado es  3
2

 x y z x y z x y z+ + − − − − + = − + + − =2 2 7 3 1 0 7 7 7 17 0( ) , .

Si son paralelos los vectores normales,  y  
� �
n m n1 1 2= −( , , ) 22 3 3

1
3 3

2 1

= −

= −
−

= =

( , , )n
m

n
m

 son proporcionales: 

  . De donde ,,  .n = 6

El plano buscado pasa por  y tiene como vectoresA( , , )1 3 3− −   paralelos  y  . 
Sus ecuaciones 

AB n
	 �	 �

= − − =( , , ) ( , , )3 7 1 6 5 4
pparamétricas son:

  y su 
x
y
z

= − +
= − + +
= − − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 3 6
3 7 5
3 4

λ μ
λ μ

λ μ
eecuación general  , . 

x
y
z

x y z
− −
+
+ −

= + − − =
1 3 6
3 7 5
3 1 4

0 33 6 5 186 0

El plano pedido pasa por (0,1,5) y es paralelo a los vectA oores  
  .  Las  ecuaciones paraméAB v

	 �	 �
= −( ) = ( )3 3 2 1 3 1, , , , ttricas y general son:

x
y
z

x
y

= +
= + +
= − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
−

3
1 3 3
5 2

3 1
1 3

λ μ
λ μ
λ μ

, 33
5 2 1

0 9 5 6 25 0
z

x y z
− −

= − + − =, .

x
y
z

x
y

z
x y z

= + +
= −
= − + +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

−
−

+
= + − − =

4 2

1 3

4 1 2
1 1

1 3 1
0 4 5 3 19 0

λ μ
λ μ

λ μ
, .
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29. En el haz x + 2y – z + δ (2x – 3y + 2z – 5) = 0, el vector normal es ( 1 + 2δ, 2 –3δ , –1 +2δ)  y el vector director de la recta es
AB→ (2,4,–3). Si el plano es paralelo a la recta (1+2δ, 2–3δ–1+2δ)·(2,4,–3) = 0, 13 - 14δ=0, δ=13/14, el plano buscado
será x + 2y–z+13/14 (2x–3y+2z–5) =0, 40x–11y+12z–65=0.

30. De (6, a, 4)·(a, 2, – 6) = 8a – 24 = 0, a = 3. Para a = 3 la recta y el plano son paralelos porque el punto de la recta 

(0, -1, 3) no pertenece al plano 3x + 2y – 6z + 7 = 0. Para a ≠ 3 la recta corta la plano.

Si a = 5, las ecuaciones paramétricas de la recta son:

(x, y, z) = (6λ, – 1+5λ, 5+4λ). Sustituyendo en 5x + 2y – 6z + 7 = 0, obtenemos λ = 25/16. El punto de corte es:

(75/8, 109/16, 45/4).

31. Se trata del plano que pasa por A(1,1,1) y tiene como vectores paralelos AB→ = (1, 1,1) y CD→= (0,–1,0), cuyas ecuaciones
paramétricas y general son:    (x, y, z) = (1+λ,1+λ– μ, 1+λ) y x – z = 0.

32. Lo resolvemos con ayuda del haz de planos. La ecuación del haz es x – 2y + 1+δ (y – z) = 0. La recta t en paramétricas
es (x, y, z) = (– λ, 3λ, – λ). El plano del haz paralelo a t se obtiene del producto escalar nulo entre el vector normal del
haz y el vector director de t:  (1, –2+δ, – δ)·(–1, 3, –1) = 0, δ=7/4.
El plano del haz buscado es x –2y–1+7/4 (y – z) =0, 4x – y–7z– 4=0.
La intersección de este plano con s: (x, y, z) = (μ, –1+2μ, 3) nos da el punto:
4μ– (–1+ 2μ)–7·3–4 =0, 2μ–24 = 0, μ=12.
El punto es: (12, 23, 3). Ahora la recta pedida pasa por este punto y tiene vector director (–1,3,–1); es decir, 
(x, y, z) = (12–λ, 23+3λ, 3– λ).

33. La ecuación del plano que contiene a M (1, – 8,– 3), N ( 2, 0, 1) y Q ( 3, 8, 1) es 8x – y– 16=0. La recta que pasa por 

P (1, 2, – 1) y es perpendicular al plano es : 

(x,y,z) = (1+8λ, 2– λ, – 1). El punto de corte de la recta y el plano: 8(1+8λ)– (2– λ)– 16=0, λ=10/65, 

(1+80/65, 2– 10/65, – 1) = (145/65, 120/65, – 1).

De                                                                 obtenemos las coordenadas del simétrico.

34. Las recta dadas en paramétricas son r: (x, y, z) = (λ, λ, λ) y s: (x, y, z) = (μ, μ, 1/3 + 1/3μ). Un punto genérico de r es
R(λ, λ, λ) y de s, S((μ, μ, 1/3 + 1/3 μ). El vector RS→ = (μ – λ, μ – λ, 1 + μ/3 – λ). Como RS→ · (1,1,1) = 0 y RS→ · (1,1, 1/3) = 0,
resulta: 
(μ – λ, μ – λ,1+ μ/3 – λ) · (1,1,1) = 0,     →     7μ – 9λ + 1 = 0
(μ – λ,μ – λ,1+ μ/3 – λ) ·(1,1,1/3) = 0,  →     19μ – 21λ + 1 = 0
El sistema en λ y μ tiene como solución λ =1/2 y μ =1/2. Los puntos son R(1/2,1/2,1/2) y S(1/2,1/2,1/2), es decir, el
mismo punto. Luego las dos rectas se cortan en (1/2,1/2,1/2) y la perpendicular común pasa por este punto y tiene
como vector director (1,1,1)×(1,1,1/3) = ( – 2/3, 2/3, 0). La recta buscada es (x, y, z) = (1/2 – 2/3λ, 1/2+2/3λ, 1/2).

35. La recta r en paramétricas es: (x, y, z)=( – 1+λ, 2+λ, 3 + 4λ), y P(1, 2, 1) y sea R( – 1+ λ, 2 + λ, 3 + 4λ) un punto genérico
de r. El vector PR→ = (– 2 + λ, λ, 2 + 4λ) es ortogonal al vector director de r que es v→= (1,1,4), luego 
(– 2 + λ, λ, 2 + 4λ) ·(1,1,4) = 0,   6 + 18λ = 0,    λ = – 1/3.
Las coordenadas R son: (–1–1/3, 2 – 1/3, 3+4(–1/3)) = ( – 4/3,5/3,5/3). La recta que pasa por P y R es la recta pedida
(x, y, z) = (1–7/3μ, 2 – 1/3μ,1+2/3μ).

145
65

120
65

1 1
2

2
2

1
2

, , , ,−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x y z



329

36. La recta r en paramétricas es (x, y, z)=( – 1+ λ, 2 + λ, 3 + 4λ) y es M( – 1+ λ, 2+ λ, 3 + 4λ) un punto genérico de r. El
vector PM→ (– 2+ λ, λ, 2 + 4λ) es ortogonal al vector director de la recta v→(1,1,4), luego (– 2+ λ, λ, 2 + 4λ) · (1,1,4) = 0,
λ = – 1/3.
Las coordenadas M son ( – 4/3, 5/3, 5/3). De la igualdad

( – 4/3, 5/3, 5/3) = obtenemos P’( – 11/3, 4/3, 7/3), simétrico de P.

37. Hallamos el plano π1 que contiene al origen y a la recta r. En el haz x–z+1+δ(y+3z–2)=0, sustituimos las coordenadas
del origen (0,0,0) y resulta 1–2δ=0, δ=1/2. El plano π1 es (x–z+1+1/2 (y+3z–2)=0, 2x+y+z=0.
Hallamos π2 plano que contiene a s y pasa por el origen. En el haz x–5z–4+δ(y–4z+3)=0,sustituyendo las coordenadas
del origen, se obtiene δ=3/4. El plano π2 es 4x +3y–32z–7=0. 

La intersección de los planos nos da la recta pedida que es: (x, y, z) = (7/2+35/2λ, 7+34λ, λ).

1.

2.

3.

4. El vector director de  es   s n n1 2 3 1 1 1 1 1
	� 	�	

× = − − × −( , , ) ( , , ) == ( , , )2 2 4 . También podía hallarse resolviendo el sistema. 
EEl vector normal al plano es  , entonces 

Sen 

n
	�	

( , , )2 2 1−

αα = ( ) =
⋅ −

= =cos ,
( , , ) ( , , )

·
ángulo v n

� � 2 2 4 2 2 1
24 9

4
6 6

2
3 6

  

Por tantoo, arco sen = 15º 47' 35,4''.α = 2
3 6

Si son perpendiculares forman un ángulo de 90º y los vectorres normales   y  
  también. L

n

n m
1

2

4 3 5
1 1

	�

	�	
= −

= −

( , , )
( , , ) uuego    , ,    .( , , ) ( , , ) ,4 3 5 1 1 0 4 3 5 0 3 9 3− ⋅ − = + + = = − = −m m m m

Los vectores directores de  y  son, respectivamente, r s v
�

= (( , , ) ( , , ).2 1 1 3 0 1 y  

Calculamos rango ( , ) = 2  y

w

v w

	�

� 	�

=

   rango ( , , ) = rango = 3,v w AB
� 	� 	 �	 2 1 1

3 0 1
3 1 1− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

  como son distintos, las rectas 

se cruzan. Ahora el ánguloo: cos 

Por tanto   = arco cos 

α

α

=
( ) ⋅ ( )

⋅
=

2 1 1 3 0 1
6 10

7
60

7

, , , ,

660
 = 25º 21' 6,34''.

Los vectores directores son   y , enu w
� 	�

= = −( , , ) ( , , )1 1 1 1 1 1 ttonces 

 . Por tantcos
, , , ,

·
α =

⋅
=

( ) ⋅ −( )
=

v w

v w

� 	�

� 	�
1 1 1 1 1 1

3 3
1
3

oo,  = arco cos  70º  31´ 43,61´´.α
1
3

=

UNIDAD 6. ÁNGULOS, DISTANCIAS, ÁREAS Y VOLUMENES

2 0
4 3 32 7 0

x y z
x y z

+ + =
+ − − =

⎧
⎨
⎩

1
2

2
2

1
2

+ + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x y z, ,
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SOLUCIONARIOSOLUCIONARIO

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11. El punto es , para que equidiste del punto  ( , , ) ( , ,0 0 1 1 1y M // )  y del plano , tendrá que cumplirse que:

 

2 0

1 12

x y z+ + =

+ − yy y( ) + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

+ +

+ + ( )
+ −( ) =

+

2
2

2 2 2

21
2

1 1 2 1 2

1 1 2
3

2 1 3
2

3 2

·
, ,

/

      

11 2 9 4 1
4 2 0 1 8 4 0 2 3

2
2 2 2

1− + = − + = − + = = +y y y y y y y/ , , , ,                     . 

Hay dos puntos   y   .

y2
2 3

2

0 2 3
2 0 0 2 3

2 0

= −

+ −( , , ) ( , , )

Calculamos el valor de  en :λ

λ λ λ λ2 4 1 3 12 2 2 2−( ) + −( ) + − +( ) = −( ) ++ −( ) + +( ) − = =2 1 32 2λ λ λ λ λ λ  ,  21 18  +11 6 +11 ,  5/6 . 
El pun

2 2

tto buscado es   .( / , / , / ) ( / , / , / )2 5 6 3 5 6 1 3 5 6 7 6 13 6 7 6− − + ⋅ =

Calculamos el valor de  en :

 ,    

λ

λ λ λ2 1 3 412 2 2−( ) + −( ) + +( ) = 114 3 41
1 0 5 5 6 1

2+ = = ±

− −

λ λ,  3.
Hay dos puntos :  y . ( , , ) ( , , )

Si  pertenece al eje , entonces . Para que la dP OY P y( , , )0 0 iistancia a  sea igual a 6, debe ocurrir que: A( , , )2 3 4

2 32 + −−( ) + = + − = − =

− = ± − = →

y y y
y y

2 2 2 24 6 20 3 36 3 16
3 4 3 4

 ,   ,
 Si   

( ) , ( )
. yy y y= − − = − → =

−
1 3 4 7

0 1 0 0 7
; ,

( , , ) ( ,
 si    .

Hay dos puntos:   y  ,, )0 .

Dados  y la recta     , que poP x y z( , , ) ( , , ) ( , , )3 2 1 5 2 3− − = + λ λ rr   y tiene vector director  , 

entonces

A v( , , ) ( , , )5 0 3 2 1 0
�
=

  tenemos: d P r
v AP

v
( , )

, , , , , ,
=

×
=
( )× − − −( )

=
− −(

� � ���

�
2 1 0 2 2 4

5
4 8 2))

=
5

2 21
5

 

d A B

d A C

d B C

( , )

( , )

( , )

= + + =

= + + =

= + + =

2 2 2 2 3

3 4 5 5 2

1 2 3 14

2 2 2

2 2 2

2 2 2

 

 

  
EEs evidente que   < 2  + 5    ya que 3,74...< 3,46...+ 14 3 2 77,07...
Debe estar alineados, es decir, pertenecer a la missma recta.

Los vectores normales son     y  n n1 21 2 1 2 1
�� ���
= − = −( , , ) ( , ,33
1 2 1 2 1 3

1 2

)

cos ( , )
( , , ) ( , ,

, entonces 

cos α = =
− ⋅ −

ángulo n n
�� ��� ))

6 14
3

2 21
3

2 21

⋅
=

= =

  

Por tanto, arco cos 70º  53'  36,22''.α
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12.

13.

14.

15.

16. Es paralelo al eje  si el vector normal  y veOZ n
�
= −( , , )2 3 0 cctor director del eje   son perpendiculares; 

ev
k
�
= ( , , )0 0 1

iidentemente   
Luego el plano y el

n k
� �
⋅ = − ⋅ =( , , ) ( , , )2 3 0 0 0 1 0
  eje son paralelos. Tomamos un punto del eje, el más senciillo es el origen (0,0,0), entonces 

tenemos: d =
⋅ − ⋅ +2 0 3 0 5

133
5
13

=  unidades de longitud.

Un punto del primer plano es (1,1,1), como se puede comprobbar a simple vista. Como los planos son paralelos, 
la disttancia de  (1,1,1) a   es la medida buscada:3 3 3 5 0x y z

d

+ + − =

==
⋅ + ⋅ + ⋅ −

=
3 1 3 1 3 1 5

3 3
4

3 3
.

La  ecuación general de  es    0,   2π
x

y
z

x y
+

−
+ −

= + +
3 1 0

1 1
6 0 1

zz

P

+ =

+ − +

9

1 2 1 3

0. 

El punto     buscado debe cumplir q( , , )λ λ λ uue , luego

   

1 2d P d P( , ) ( , )π π

λ λ λ λ λ λ

=
+ − + + +

=
+ − + + +1 2 1 3 3

3
1 2 1 3 9

3
,,  ,   no tiene solución6 3 6 9 6 3 6 9

6 3 6 9

λ λ λ π

λ λ λ

+ = + + = + →

+ = − + →( ) == −
+ − − − − = − − −

1
1 2 1 1 1 3 1 1 2 3

.
( ( ), , ( )) ( , , ).El punto  es     P

La distancia del punto  al plano es  A d A( , )
·

π =
+ − −( )
+

21 1 1

22 11 1

4
62 2+ −( )

= .

El punto del plano que está a la mínima distanncia de  es el pie de la proyección de  sobre . 
Este p

A A π
uunto se obtiene de la intersección de la recta que pasa poor  y corta perpendicularmente a .

La recta perpendicula
A π

rr por  es  e intersección con A x y z x( , , ) ( , , )= + + − − +1 2 1 1 2λ λ λ yy z− =

+ + + − − − = + =

0

2 1 2 1 1 0 6 4

, 

se obtiene de      0, ( ) ( ) ( ) ,λ λ λ λ     = 2
3

.

El punto buscado es :  2
3

 2
3

 2

λ −

+ ⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− − − −1 2 1 1, ,
33

   1
3

 1
3

 1
3

.⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = − −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

, ,

De la ecuación del haz de planos   obtenex z y z− − + + − =3 2 3 0δ ( ) mmos la ecuación :  
que representa a un 

x y z+ + − − − =δ δ δ( )3 2 3 0
pplano del haz. La distancia del punto  a este plaP( , , )1 1 1 nno es:

 ,      
1 3 2 3

1 3
1 4 2 6 10

2 2 2
2+ + − − −

+ + −( )
= − − = − +

−

δ δ δ

δ δ
δ δ δ

δ

,

−− = − + − +( ) = − + − − = = ±4 2 6 10 4 2 6 10 14 6 0 7 552 2 2δ δ δ δ δ δ δ δ, ( ) , ,       2 ..
Hay dos planos que cumplen las condiciones del problema:

ππ

π

1

2

= + +( ) + +( ) − +( ) =
= + −( ) + −( ) − − +

x y z

x y z

7 55 4 55 23 55 0

7 55 4 55 23 3 555 0( ) =



332

17.

18.

19. a)  Sea     un punto de  y   P r M( , , ) ( , ,− − + + + +1 3 1 4 2 4 4 2λ λ λ μ μ ++

= + + − +

μ

λ μ λ μ

)
( , ,

 de .
     Formamos el vector   

S

PM
� ���

5 2 1 4    que debe ser perpendicular a  
       y

1
1 1 1

− +

= −

λ μ)
( , , )v

�
   , luego 

         
      

w
��
=

+ + − + − +
( , , )

( , , )
2 4 1

5 2 1 4 1λ μ λ μ λ μ ..( , , )
( , , ).( , , )

− =
+ + − + − + =

⎫
⎬
⎭

− +1 1 1 0
5 2 1 4 1 2 4 1 0

3 3
     

  
λ μ λ μ λ μ

λ μμ
λ μ

λ μ
=

− + = −
⎫
⎬
⎭

= − = −
3

3 21 15
2 1   .

     Las coordenadas de  s

,

P oon  y las de  son  y el ve( , , ) ( , , ) ( , , )− + − − = −1 2 3 2 1 2 1 1 1 2 0 1M cctor  . 
     La recta que las corta perpen

PM
� ���

= −( , , )1 1 2
ddicularmente es:   .

  La distanc

( , , ) ( , ,- )x y z = + − +1 1 1 2λ λ λ

b) iia de  a , r s d r s PM( , )

det

, ,
= =

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−

� ���

1 1 1
2 4 1
1 1 2

1 1 1(( )×( )
=

2 4 1
6

, ,
.

La recta  y el plano  son paralelos si el sistema  r
x y

π
3 2− ++ = −

− + = −
− + =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

z
x y z
x y cz

3
4 3 4 1
2 2

.

 
Es incompatible y esto ocuurre si rango ( ) 2 y rango ( *) 3. Hallamos  para que rA A C= = aango 

                                                                           

Si , 

( ) , , .A
C

C

C

=
−
−
−

= = −

= −

2
3 2 1
4 3 4
2 1

0 2

2 rrango ( ) 2 y rango ( *) 3, sistema incompatible, recta yA A= =   plano paralelos.

Si resolvemos el sistema  
3 2 3
4 3

x y z
x
− + = −
− yy z

r

x y z
+ = −

⎫
⎬
⎭

=
4 1

 obtenemos las paramétricas de  y son 

( , , ) (( , , ) ( , , )

( , )

− + − + − −7 5 9 8 7 9 0λ λ λ π

π

. La distancia de  a  es:A

d r   .= =
− − − − ⋅ −

=d A( , )
( ) ( )

π
2 7 9 2 0 2

9
7
3

Son paralelas por qué rango  1. Un punto d
2 1 1
4 2 2

−
− −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ee la primera es .

Si ) es un punto de la 

A

B

( , , )

( , ,

− −1 3 2

4 1 0 ootra, entonces  tenemos:

  y  AB d r s d A s
� ��

= − = =( , , ) ( , ) ( , )5 2 2
vv AB

v

� � ��

�
×

=
−( )× −( )
+ −( ) +

=
( )

=
2 1 1 5 2 2

2 1 1

0 1 1
6

1
32 2 2

, , , , , ,
.
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20.

21.

22.

23.

24.

25. Los planos paralelos al dado son . Los puntos de x y z d+ + + = 0 ccorte de este plano con los ejes de coordenadas 
son: A d(− ,, , ); ( , , ); ( , , )

(

0 0 0 0 0 0
1
2

1
2

  y 

Área 

B d C d

ABC AB AC d

− −

= × =
� �� � ���

,, , ) ( , , ) , ,− × − = ( ) = =

= =

d d d d d d d

d d

0 0 1
2

3
2

8 3

2
8 16

2 2 2
2

2
2

   

 ,   ,     .  Hay dos soluciones:    y  d x y z x y z= ± + + − = + + + =4 4 0 4 0.

a)  En el paralelogramo    AB DC x y
� �� � ���

= = − − −, ( , , ) ( , ,2 2 2 7 1       , luego  .

Area 

5 9 1 3 9 1 3− = − = − = − −

=

z x y z D

ABCD

), , , ( , , )

b)  AAB AD
� �� � ���

× = 2 302    unidades cuadradas.

Las coordenadas de  son  y los vectores  C AB( , , )λ λ λ− +3 2
� ��

== − = − − +( , , ) ( , , )3 3 3 1 1 2  y    . 
El área del triángu

AC
� ���

λ λ λ
llo  es: 

                                             Á

ABC

rrea 

                    

ABC = −( )× − − +( ) =1
2

3 3 3 1 1 2 3 38
2

, , , ,λ λ λ

                                            3
2

14 12 6 32λ λ− + = 338
2

14

 

                                                  λ 22 12 32 0 2 8 7
2 2 1

− − = = = −λ λ λ, /
( , , ) (

    y  .
Hay dos puntos    y  −− − −8 7 8 7 57 7/ , / , / ).

Hallamos las coordenadas de  y . La recta que pasa A B C', ' ' ppor (1,1,1) y es perpendicular al plano tiene como 
ecuac

A
iiones paramétricas . Sustituyendo en( , , ) ( , , )x y z = + + +1 1 1λ λ λ   la ecuación del plano ,   

  , 
x y z+ + − =

+ + + + + − = =
1 0

1 1 1 1 0λ λ λ λ −− − − − =2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 3/ ' ( / , / , / ) ( / ,. Las coordenadas de  son A 11 3 1 3/ , / ).
'Procediendo de la misma forma obtenemos  (0,0,B 11)  y  (0,1,0).

El área del triángulo  es:
C

A B C

Área A

'
' ' '

= 1
2

'' ' ' ' , , .B A C
� ���� � ����

× = − − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=1
2

1
3

1
3

1
3

3
6

La intersección  del plano con el eje  es, haciendo  OX y = 0   y  , (3,0,0); con el eje , haciendo  y 
, (0,6

z OY x
z

= =
=

0 0
0 ,,0); con el eje , haciendo  e , (0,0,2). Se trataOZ x y= =0 0   de calcular el área del triángulo de vértices 

, A( , , )3 0 0    y . Luego

Área 

B C

ABC AB AC

( , , ) ( , , )

.

0 6 0 0 0 2
1
2

3 14= × =
� �� � ���

La recta  tiene de ecuaciones paramétricas r x y z( , , ) ( /= −3 2 λ,, , ) , ( , , ) ( , , )
( / ,

λ λ μ μ μ

λ λ

  y la recta  . 
Sea 

s x y z

P

= − + −

−

1 2 2
3 2 ,, ) ( , , )λ μ μ μ un punto de  y  de . El vector  r S s PS− + −1 2 2

� ��
== − + + − + − −

⋅ =

⋅ =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

−

( / , , )5 2 2 2

0
0

3

λ μ λ μ λ μ 

     
PS v

PS w

� �� �

� �� ��
λλ μ

λ μ
λ μ

− = −
+ =

⎫
⎬
⎭

= =
9 2

2 4 13 12
23 20 21 20

/
/

/ /       y    .  El puntto  que cumple las condiciones del problema 

es 

P

P( / /3 2 23− 220 23 20 23 20 7 20 23 20 23 20, / , / ) ( / , / , / )
( , ) ( , ) ( ,

=

= =

.
Las d r s d P s d P SS PS

d r s d P S PS

) ( / , / , / )

( , ) ( , )

.  Como    
� ��

� ��
= − − −

= = =

3 10 1 10 5 4

4411 10/ .
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26.

27.

28.

29.

30. Sean  los puntos del lugar geométrico, entonces seP x y z( , , )   cumplirá que:

                                                     

  

     

x y z x y z− + +

+ −( ) +
=

− − +

+ −( ) + −

6

1 1 1

5 1

5 1 12 2 2 2 2 2( )

                          1
3

x y z x y z x y z− + + = − − + − + + =6 3
27

5 1 6( ), (( )

( ),

5 1

6 3
27

5 1

x y z

x y z x y z

− − +

− + + = − − − +                             1
3

 

El lugar geométrico está consti

x y z x y z− + + = − − − +6 5 1( )

ttuido por los planos:
                                                                  
              

− − + + =2 2 4 17 0x y z
                                                      8 4x − yy z+ + =2 19 0  .

Los puntos  del lugar geométrico cumplen que:

     

P x y z( , , )

                                           x y z x2 2 2 23+ + = −( ) ++ +( ) + −( )y z5 62 2 . 
Elevando al cuadrado y reduciendo términoss resulta:
                                                                  3 5 6 35 0x y z− + − = .

Volumen    

Si 

( ) det( , , )

( , , )

ABCP AB AC AP

P x y z

= =1
6

1
6

� �� � ��� � ���

  , entonces ,        , que con1
6

1 1 0
1 0 1
1

1
6

1 1
−
−
−

= + + − =
x y z

x y z dduce a dos planos:

                                                          
                    

x y z x y z+ + − = → + + − =1 1 2 0
                                     − + + − = → + + =( )x y z x y z1 1 0

Si llamamos    y   a los vérticesA a a B a a D a a a( , , ), ( , , ) ( , , )0 0   del tetraedro. Sus caras si lo representamos sobre 
unos eejes de coordenadas tres triángulos rectángulos iguales ADDB ACD BDC ABC

AD BD

, ,    y  triángulo equilátero .

Área = ⋅ ⋅ =1
2

1
22

3
2

1
2

2 2a a

ABC AB

, los tres triángulos rectángulos .

Área 

=

=
� ��� � ��� � ���� � ����

× = × = −( )×( ) =AC A B A C a a a a a a1
2

1
2

0 0 1
2

2' ' ' ' , , , , ( , 22 2
2

2
2 2

3
2

3
2

3
2

3 3
2

, ) . .a a

a a a

=

= + =
+( )

Área del tetraedro .  

Volumeen   unidades cúbicas.= =1
6 6

3

det( , , )AB AC AD a� �� � ��� � ���

Sabemos que el volumen es

 V AB AC AD= =
−

1
6

1
6

1
det( , ,

� �� � ��� � ��� 11 0
0 0 1
1 2 2

1
2

=    unidades cúbicas.
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31.

32.

1. a)   lím lím
x

L Hôpital

x

x x
x

ind x
x→ →
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= ( ) = − =
2

3

4 2

2

3
7 6

16
0
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3 7
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22
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L Hôpital
vex x x

x x x
ind

→

+ − +
− + −

= ( ) =
'

cces

x
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x

x
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lím x
lím

lím

→

→ −

→

+
−

= ⇒

+
−

= = −∞
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1

1
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= = ∞

⎧
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⎪⎪

⎩
⎪
⎪

+ − −
+ + −

+

→−

6
12
0

2 11 12
8 11 204

3 2

3 2

. 

  límc) == ( ) = + −
+ +

= −
→−

0
0

3 4 11
3 16 11

21
54

2

2ind x x
x x

L Hôpital

x

'
lím .

UNIDAD 7. LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES

En los 3 planos hay dos paralelos,  y  , y el tercero 1 2π π llos corta transversalmente, como puede observarse 
de las eecuaciones y confirmar estudiando el sistema formado por ssus ecuaciones. Según esto, el lugar 
geométrico buscado esstá constituido por dos rectas paralelas.
Los puntos P x y( , ,, )z   del lugar geométrico  buscado cumplen que:

                                                       
x y x y− +

=
− −4

2
2

2
==

− +

− +
=

− −
→ −

x y z

x y x y
x

4
18

4
2

2
2

Cogemos dos igualdades:

         yy x y x y x y

x y x y

+ = − − → − + = − −

− + = − − −

4 2 4 2

4 2

        (absurdo)

y    ( )          

        ,  d

→ − + =
− −

=
− +

→ − − = − +

x y
x y x y z

x y x y z

1 0
2

2
4

3 2
3 2 4 ee donde salen dos ecuaciones: 

    y    2 6 0 4 7x y z x y z+ − − = − + − 66 0= .
Ahora resolvemos los sistemas:

                                                             
x y
x y z
− + =
+ − − =

⎧
⎨
⎩

1 0
2 6 0

  

El primero da la ecuación de la rec

x y
x y z
− + =
− + − =

⎧
⎨
⎩

1 0
4 7 6 0

tta      y el segundo el de su paral( , , ) ( , , )x y z = − + − +1 8 3λ λ λ eela 
     . ( , , ) ( , , )x y z = − + +1 10 3λ λ λ

Los puntos   del lugar geométrico cumplen que:

    

P x y z( , , )

                                                
2 2 1
2
x y z+ − +

22 2 21 2
3 2 2 1 9

+ + −
= + − + =

( )
,  

                               

x y z

                             
      

2 2 1 9 2 2 8 0x y z x y z+ − + = + − − =,
                                            − − + − = −2 2 1 9x y z , 22 2 10 0 

Son  dos planos paralelos al dado: 
         

x y z− + − =

                                           y  2 2 2 8 0x y z+ − − =    2 2 10 0x y z+ − + = .
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15.
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⎩

⎫
⎬
⎭
= ( ) =

n e

x

LHôpitalsen x
tgx

e ind
º

exp explím líím .    

 por

x

x
tg x

e
e→

−

∞

−
+

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ∞

0 2
6

6
6 2

1
1

4

cos

,b)  
π

qque 4 1
π
> .

-2 1
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28. f x x
x

NUM x
DEN x Dom f( ) ,= −

−
= ⇒ = ±
= ⇒ = ±

⎧
⎨
⎩

⇒ = −∞ −( ]
2

2
4
1

0 2
0 1 2      a) ∪ −−( ) ∞[ )11 2, ,∪

a)
b)

   en principio  .
 p

DEN x x x Dom f R= ⇒ − + = ⇒ = ⇒ = −{ }0 3 2 0 1 2 1 22 , ,
oosibles puntos de discontinuidad  y .

    : 

x x

x f

= =

= =

1 2

1 1( ) 00
0

1
1 2 2

1
1

ind
x x

x x
x

x
Factorizando

x
( ) =

−( )
−( ) −( )

=
−

= − ⇒
=

 discontinnuidad evitable.

    :  discontinuidad inevitabx f= = ⇒2 2 2
0

( ) lle de salto infinito.

    Redefiniendo la función su dominiio sería  .

Asíntota vertical  , se aproxi

Dom f R

x

= −{ }
=

1

2c) mma: , .

   Asíntota horizon

lim ( ) lim
x x

f x
→ − → +− +

= = −∞ = = ∞
2 2

2
0

2
0

ttal: . Se aproxima colim lim
x x H

x x
x x

x
x

y
→±∞ →±∞

−
− +

≈ = ⇒ =
2

2

2

23 2
1 1 mmo:

   sgn sgn sgnf y x x
x x

x
x xH−( ) = −

− +
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
− +

⎛
⎝⎜

⎞2

2 23 2
1 2 2

3 2 ⎠⎠⎟
≈ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
< → −∞⇒ <
> →∞⇒ >
⎧
⎨
⎩

sgn ,
,

2 0
0x

x f y
x f y

H

H

cuando
cuando  .

Para que sea continua,  son los únicox x x x x x= − ⇒ − = ⇒ =3 2 0 0 22 2 , ss puntos en los que la función es continua.

f f0 0 0 0( ) ≤ ⇒ ( ) = , porque un valor absoluto o es positivo o nullo;
 es continua elim lim lim

x x x
f x x f x f f

→ → →
( ) ≤ = ⇒ ( ) = = ( )⇒

0 0 0
0 0 0 nn .x = 0

a)  lím lím lím lím
x x x x

f x x f x ax a
→ → → →− +

= − = − = = +( ) =
7 7 7 7

3 4 4 4 7( ) ; ( ) ++ ⇒ = ⇒ =

= − <
≥

⎧
⎨
⎩

4 7 0 0

3 7
4 7

a a

f x x x
x

.

 La función queda si
si

 b) ( ) ,
,

yy su gráfica es la que aparece a la derecha.

f x sen x x x( ) = − − ⇒2 2 2 12 cos continua porque lo son las funciones  que la componen; 

f f c
Bolzano

0 1 0
4

1 0 0
4

( ) = − < ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= > ⇒ ∃ ∈⎛; ,π π

⎝⎝⎜
⎞
⎠⎟

( ) = tal que .f c 0

a) b  Correcta; 
lim
lim
x

x

f x f

f x f
→

→

( ) = ( )
+( ) = ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒2

0

2
2 2

))  sólo es corr
lim
lim
x

x

f x f

x
→−

→

( ) = −( )
−( ) = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒1

0

1
1 1

eecta si ; 

  

f

f x f

f h f
x

h

−( ) = −

( ) = ( )
+( ) = ( )

⎧
⎨
⎪ →

→

1 1

1
1 1

1

0

c)
lim
lim⎩⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ( ) = −( )⇒

→−
Correcta;   Correcta;

  

d)

e)

lim

lim

x

x

f x f
5

5

→→ →

→

( ) = ⇒ ( ) = ⇒ ( )−⎡⎣ ⎤⎦ = ( ) − = − =

( )−
1 1

1

5 1 5 5 1 5 5 5 0

5

f x f f x f

f x
x

x

lim

lim ⎡⎡⎣ ⎤⎦ = ⇒ ( ) =
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒

( ) =
→

→

0 5
1

4

lim

lim

f x

f x f
x

x

Correcta;  

  f)
44

4 4
4 4

0

( )
−( ) = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ( ) = −

→
lim
h

h
fsólo es correcta si .
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29.

30. f x x
x x

DEN x x x Dom f R

( )

, ,

= − +
+ −

= ⇒ + − = ⇒ = − ⇒ = − −

3

2

2

1
2 2 12

0 2 2 12 0 3 2 3a)  22
3

{ }
= −

  
Los posibles puntos de discontinuidad son  yb)  x   .

     discontinuidad inevitabl

x

x f f

=

= − ⇒ − = ⇒ /∃ − ⇒

2

3 3 28
0

3( ) ( ) ee de salto infinito.

     discontinuidx f f= ⇒ = − ⇒ /∃ ⇒2 2 7
0

2( ) ( ) aad inevitable de salto infinito.

      es continua en {f � − −−
= − =

3,2}.
Asíntotas verticales  , comportándose ec)  x x3 2, nn sus proximidades como:

    
lím

x

x
x x→− −−

− +
+ −

= = −
3

3

2
1

2 2 12
28
0

∞∞

− +
+ −

= = ∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

− +
+ −

→− +

→

+

−

lím

lím

x

x

x
x x

x
x x

3

3

2

2

3

2

1
2 2 12

28
0

1
2 2; 112

1
2 2 12

1
2

2

3

2

3

2

= −∞

− +
+ −

= ∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

− +
→

→±∞

+
lím

  .

    lím

x

x

x
x x

x
x ++ −

≈ − = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ∞⇒

→±∞ →±∞2 12 2 2

3

2x
x
x

x
x x
lím lím no tiene asíntot∓ aa horizontal.

 

     
lím límm f x

x
x

x x xx x
= = − +

+ −→±∞ →±∞

( ) 3

3 2
1

2 2 12
≈≈ − = −

= −( ) = − +
+ −

→±∞

→±∞ →±∞

lím

lím lím

x

x x

x
x

n f x mx x
x x

3

3

3

2

2
1
2

1
2 2 1

( )
22 2

6 1
2 2 12 2

1
2

2

2

2

2+
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

− +
+ −

≈ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪ →±∞ →±∞

x x x
x x

x
xx x

lím lím
⇒⇒ = − +y xOb

1
2

1
2

. 

     La asíntota oblicua se acerca a la funcción del modo siguiente: sgn sgnf y x
x xOb−( ) = − +
+ −

⎛
⎝⎜

⎞7 7
2 2 122 ⎠⎠⎟

≈ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⇒

> → −∞⇒ >
<

sgn

sgn

7
2

7
2

0
0

2
x

x

x
x f yOb     si

si xx f yOb→∞⇒ <
⎧
⎨
⎩

 .

DEN x x f= ⇒ = ⇒ = ± ⇒ −( ) = − ⇒0 1 1 1 2
0

discontinuidad inevitable de saltoo infinito;  

discontinuidad inevitable de salto i

f 1 2
0

( ) = ⇒

nnfinito.

AA VV:  x

x
x

x
x

x

x

= − ⇒
−

= − = ∞

−
= −

→− −

→−

−

+

1

2
1

2
0

2
1

2
1

1

lim

lim
00

1

2
1

2
0

2
1

2
0

1

1+

→ +

→ −= −∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

= ⇒
−

= = ∞

−
= = −

−

+

  ;  x

x
x

x
x

x

x

lim

lim ∞∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

  .

b) Asíntotas verticales  . La función siempre tendx x= − =1 1, eerá a , porque siempre es positiva.

    lím l

∞

−
−

≈
→±∞x

x
x

2

2
4
1

íím . La función  va siempre por debajo de 
x H

x
x

y f
→±∞

= ⇒ =
2

2 1 1 yy , porque .H x x2 24 1− < −

(–∞, –2) (–2, –1) (–1, 1) (1, 2) (2, ∞)

sgn ( )( )
( )( )
x x
x x
+ −
+ −

2 2
1 1

+
+
= + −

+
= − −

−
= + −

+
= − +

+
= +
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

f x x x f f( ) = + + ⇒ −( ) = − < (3 2 1 1 2 0 0continua por ser un polinomio; ; )) > ⇒ ∃ ∈ −( ) ( ) =0 1 0 0
Bolzano

c f c,  tal que .

Posibles puntos de discontinuidad  .
lím l

x x
f x

x

= − =
=

→− −

1 0

1

,
( ) íím lím lím

x x x
x a a f x x b b a b

→− →− →−
+( ) = + = = − +( ) = + ⇒ + = +

+1

2

1 1

31 2 2 1 2( )

llím lím lím lím
x x x x

xf x x b b f x e a a
→ → → →−

= − +( ) = = = −( ) = −
0 0

3

0 0
2 1( ) ( )

*
⇒⇒ = −

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

b a

a b
a b

1

1
1

 . 

Resolviendo el sistema   se obtiene   .a b= =1 0,

y y y x x1 1 3 9 0 0 0 1 32( ) = − ( ) = = ⇒ = ⇒ = ∉( ); , pero . No contradice el teeorema de Bolzano porque la función 
no es continua en [1,33], pues tiene una discontinuidad inevitable de salto infiinito en .x = ∈( )2 1 3,

Continuidad x x:   posibles puntos de discontinuidad  y = − =5 6..
 : i)   ; ii)  x f f x x x

x x
= − − = = +( ) =

→− →−−
5 5 0 5 0

5 5

2( ) lim ( ) lim ; llim lim lim ( )
x x x

x f x

x

→− →− →−+
= = − ⇒ /∃ ⇒

=

5 5 5
5

6

 no es continua;

 : ii)  ; ii)  f f x x f x
x x x x

( ) lim ( ) lim ; lim ( ) lim6 6 6
6 6 6 6

= = = =
→ → → →− +

11
6 2 6x

f x

f

x−( )
= ∞⇒ /∃ ⇒ ⇒

→
lim ( ) no es continua 

 es continua en � −− − = −{ 5,6}: en  presenta una discontinuidad de salto finx 5 iito y en  de salto infinito.
 Asíntota vertic

x
Asíntotas

= 6
: aal:  y .

AH:

x f x

f x x x

x

x x x

= = ∞

= +( ) ≈
→

→−∞ →−∞

+
6

5
6

2

lim ( )

lim ( ) lim lim
→→−∞ →∞ →∞ →∞

= ∞ =
−( )

≈ = ⇒x f x
x xx x x

2
2 2

1
6

1 0; no tiene aslim ( ) lim lim ííntota horizontal 

cuando   pero sí cuando , de ecux x→−∞ →∞ aación . Como ,  se aproxima por encima a  y
x

f

y

H =
−( )

>0 1
6

02

HH x f. No tiene Asíntota oblicua cuando  , porque ahí  e→−∞ ss un polinomio de segundo grado .x x2 5+( )

lím lím  lím lím
x x

x

x x
f x e f x x a a

→ →

−

→ →− +
= ( ) = = +( ) = +( )

1 1

1

1 1

21 1( ) ; ( ) 22

1 1

21 1 1 1 0
2⇒ = ⇒ +( ) = ⇒ + = ± ⇒ =

= −
⎧
⎨
⎩→ →− +

lím lím  
x x

f x f x a a a
a( ) ( ) .

a)   lím lím lím
x x x

f x x x f x
a

a
→ → →− +

= − +( ) = = ⇒
−

= ⇒
3 3

3

3
3 2 20 10

3
20( ) ( ) −− = ⇒ =

−
=

−
⇒ =

=
− +

→ →+
3 1

2
10 10

3
7
2

3
3 3

3

lím .

   

x x
f x lím

a x a
a

f x
x x

( )

( )b)
22 3

10
4

3

,

,

si

si
  Separamos la función en sus dos 

x

x
x

<

−
≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
ccomponentes:  no tiene asíntotas 

      de ti

f x x x1
3 3 2( ) = − +

ppo alguno: asíntota vertical  f x
x

x x
2

410
4

4

10
4( )

lim
=

−
⇒ = ⇒ −→ − xx

x
x

y

x

x H

= = −∞

−
= = ∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

−
= ⇒ =

−

→ +

→∞

+

10
0

10
4

10
0

10
4

0 0

4
lim

;  lím .  

       La función va por debajo de la asíntota horizontall, porque  cuando  .sgn 10
4

0
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
< →∞

x
x
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37.

38.

39.

40. En un polinomio de grado impar cambian los signos de los límites en ∞ y en –∞. Así, podemos encontrar un intervalo
en el cual el polinomio cambia de signo. Como es continuo, de acuerdo con el teorema de Bolzano, se anulará en un
punto del interior de dicho intervalo. Por lo tanto, al menos tendrá una raíz real.

Los polinomios de grado par no cambian de comportamiento de ∞ a –∞, por lo que no podemos afirmar que vaya a
tener alguna raíz.

Continuidad DEN x x: = ⇒ − − = ⇒0 2 02 Posibles puntos de discontinuidaad . 

discontinuidad inevitable de sa

x x f= − = − − = − ⇒1 2 1 1 3
0

, : ( )

llto infinito.

f ind
x x
x x

factorizando
( )2 0

0
2 2
1 2

= ( ) =
+( ) −( )
+( ) −( ))

= +
+

= ⇒

=

=

x
x

Asíntotas x

x

2
1

4
32

 discontinuidad evitable.

 AV: : −− = − = −∞ = − = ∞

−
→− + →− −

→±∞

− +
1 3

0
3

0
4

1 1
2

: lim ( ) ; lim ( )

lim

x x

x

f x f x

x

;

AH
xx x

x
x

y y y x
xx H H2

2

22
1 1 2

− −
≈ = ⇒ = −( ) = −

→±∞
lim sgn sgn; se aproxima: 22 2

1

0
0

− −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≈ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

=
< → −∞⇒ <
> →∞⇒ >

x x
x y y
x y y

H

sgn

cuando
cuando HH

⎧
⎨
⎩

.  No tiene oblicua por tener horizontal.

Continuidad f x x
x

: ( ) posibles puntos de discontinuid= +
−

⇒
2

2
2
4

aad .

2: discontinuidad inevitable de salto i

x

x f

= ±

= = ⇒

2

2 4
0

( ) nnfinito. 

2: discontinuidad inevitable de saltx f= − −( ) = ⇒2 4
0

oo infinito.
      es continua en {±2}.

 AA VV:

f

Asíntotas

� −

:    , con  ;  , x f x f x x
x x

= = = −∞ = = ∞ = −
→ − → +− +

2 4
0

4
0

2
2 2

lim ( ) ; lim ( ) ccon: 

.

AH:

lim ( ) ;

lim ( )

lim

x

x

x

f x

f x

x

→− +

→ −

→±∞

−

+

= = ∞

= = −∞

+

2

2
2

4
0

4
0

2
xx

y f y
x

fH H2 24
1 1 6

4
0

−
= ⇒ = −( ) =

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
> ⇒; se aproxima   sesgn sgn   aproxima por encima a .yH

Continuidad g x
x
x

: ( )  posible punto de discontinuid=
−( )
+

⇒
3
3

2

aad : discontinuidad inevitable

de salto inf

x g= − −( ) = ⇒3 3 36
0

iinito;  es continua en { 3}.

 AV:  , con 

g

Asíntotas x

� − −

= −: 3 llim ; lim

l

x x

x
x

x
x→− − →− +− +

−( )
+

= = −∞
−( )
+

= = ∞
3

2

3

23
3

36
0

3
3

36
0

.

AH:  iim ( ) lim lim

li

x x x
f x x

x
x

m

→±∞ →±∞ →±∞
≈ = = ±∞⇒

=

2

 no tiene AH.

A Ob: mm ( ) lim lim ; lim ( )
x x x x

f x
x

x
x x

x
x

n f x
→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

=
−( )
+

≈ = =
3
3

1
2

2

2

2 −−( ) = −( )
+

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

− + − −
+

≈

→±∞

→±∞

mx
x
x

x

x x x x
x

x

x

lim

lim

3
3

6 9 3
3

2

2 2

llim sgn sgn

sgn

x Ob Ob
x

x
y x f y

x→±∞

− = − ⇒ = − −( ) =
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≈

≈

9 9 9 36
3

, con

336 0
0x

x f y
x f y

Ob

Ob

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
< → −∞⇒ <
> →∞⇒ >
⎧
⎨
⎩

,
,
cuando
cuando .
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1.

2.

3.

4.

5.

6.

7. a) 

b)

 ;    

  

y e x x y e x

y
x x

y

x x= − + ⇒ = − +

=
− +

⇒

− −7 3 5 14 12 5
1
3 2

2 1 4 2 1 3

2

'

'' ' ·= −

− +( )
( ) =

+
− = −

+( )
3 2

3 2 1
1 1

12 2 2

2

2

2

2

x

x x
f x x

x
x

x
x

x x
;       .c)

a) 

b)

 ;

  

y sen x
sen x

y x
sen x

y x x

= −
+

⇒ =
+( )

= ⋅ ⇒

3 2 1
3 2 1

12 2
3 2 1 2

2

'

ln

cos

yy x x x
x

x x x x x

y
senx x senx

' ln ln ln

'
cos

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + = +( )

=
− +

2 1 2 2 12

2

;

  c)
22 2 2

2 2 2

2 1

2 2

( ) − − +( ) +( )
+( )

=

=
+

x senx x x

x senx

x x x

cos cos

cos

cos
    

−−[ ] − + +[ ]
+( )

senx senx x x x senx x

x senx

2 2

2 2 2

2 2cos cos

cos
.

a) 

b)

 ;    

  ;  

y xe y e xe x e

y
x x

x x x x= ⇒ = − = −( )

=
−

− − − −3 3 3 3

2

3 1 3

1
1

'

'       lc) n ln ' lny x x x y x x
x x

x
= + −( ) ⇒ = + −( ) +

+( )
−( )

2
5 5

5

52
1 2 1

2
1

5 1
2 1

⎡⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

−( ) +
· x

x x
5 1

2

.

a) b) tg 1 ;      y x
x

y x x
x

y e
e

x

x= − ⇒ = ⋅ =
−

⇒cos
cos

'
cos

2 2

2
2

2

2

22
2 2

2 4
yy e

e

y
x
x

x
x

x
x x x

x

x
' = −

−( )

=
−( )

= − +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

8
4

8 1
8 2 1 8 1

2

2 2

2

3

2

3 3 3

;

  c) −− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ = − + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ =
− + −( )2 1 8 1 4 3 8 4 3

2 3 2 3 4

2

4x x
y

x x x
y

x x
x

' ' .

a) 

b)

 ;

  

y x x y x x
x x

y x x y

= − +( ) ⇒ = −
− +

= − + ⇒ =

ln '

'

5 6 7 15 12
5 6 7

5 3

3 2
2

3 2

2 22 5
2 5 32

x
x x

−

− +
;

a)  y x
x x

x
x x

y
x x x x

= − +
+ −

= − +
+ −( ) ⇒ =

− + −( ) − − +(3

2

3

2

2 2 31
2 2 12

1
2 6

3 6 1
'

)) +( )
+ −( )

= − − + − −

+ −( )
= −

2 1

2 6
2 18 2 1

2 62 2

4 3 2

2 2

2

x

x x

x x x x

x x

y xe x

;

  b) ⇒⇒ = + −( ) = −( )

= −
+

⇒ =
−( )

− − −y e x xe x e

y x x
x

y
x x

x x x'

'

2 2 2
2 1 2

3
2

6 1

2

2

;

  c)
++( ) − −( )
+( )

= + −
+( )

2 3

2
3 12 2

2

2

2

2

2

x x

x
x x

x
.

a) 

b)

 ;

 

y x
x

y
x x x x

x

x x

x
=

+
⇒ =

+( ) − ⋅

+( )
=

+( )
+( )

3

2

2 2 3

2 2

2 2

2 21
3 1 2

1

3

1
'

  ln ln ' ln ' ly arcsen x x y
y

x

x

arcsen x
x

y= −( ) ⇒ =
− −( )

+
−( )

⇒ =3 1 3

1 1

3 1 3
2

nnx
x x

arcsen x
x

x

y
x

arcsen x

− +( )
+

−( )⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⋅

=
−(

−( )

2
3 1

2 1

3 1 ;

  c) ))
+

= + −
+

= −
+

⇒ = −
+( ) − ⋅

+( )
2

2

2

2 2

2

24 1
4 1 4

4 1
1 4

4 1
4 4 1 4 8

4 1x
x x

x
x

x
y

x x x

x
' 22

2

2 2
16 4
4 1

= −

+( )
x

x
.

UNIDAD 8. DERIVADA DE UNA FUNCIÓN. APLICACIONES (I)
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16. a)   es continua en todo  ; y y
x

DEN x yℜ = −
+( )

⇒ = ⇒ = − ⇒ /∃' 1

3 5
0 5

23
''( )

( )
,

− ⇒ ℜ− −{ }

=

−
−

<

+

5 5

3
4 2

0

3
4

y

f x

x
x

x

x

 es derivable en .

  
si

b)

22
0

0

x
x

f x
x x

,
( )

si
  es continua en  porque lím lím

≥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

ℜ =
→ →− 00

2

0

0

0 12
4 2

3
4

0

+
=

( ) = −
−( )

= − ≠ (−

=

+

f x

f
x

f
x

( )

' '

. Sin embargo, 

    )) =
+( )

= ⇒ ℜ−{ }
=

12
4 2

3
4

02

0
x

f
x

 es derivable en .

a)  df
dt

df
dx

dx
dt

x x
t

t= ⋅ = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅

+
= −⎛

⎝⎜
⎞π

π π

π

cos cos
2

1
1

2 1
1
2

1
2

2

⎠⎠⎟
( ) = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

;  sale lo mismo que derivando  ;  f t sen t 1
2

b)   ; sale lo midf
dt

df
dx

dx
dy

dy
dt x x y

e t= ⋅ ⋅ = −
−( )

⋅ −( ) =−1
1

1 2 22
2· ssmo que derivando .f t t( ) = 2

y x
y

y y' ' , .= +
−

⇒ ( ) = ( ) = −3
5

3 3
4

3 3

y x y
y x

y y' ' , .= +
−( )

⇒ ( ) = ( ) =3
3

2 7
3

2 4

a) b) +1;      y x x
x x

x y ex

' ln ln '= +( )+
+

+
+

= +( ) = −1
2

1
1

1
1

1
2

12
2

2 2
2

11 2−e x
.

a) b) ;      .y senx
x

y
x x

'
cos

'= −
+

=
− +( )1

1
2 12

a) b) ;      .  y x x e y x

x
x' '= + +( ) = −

−( )
−6 10 3 80

4 5
2 1

2 2

2

a) b) ;      

   

y sen x x y x x x y x x
x

= +( )⇒ = +( ) +( ) = −
−

⇒2 22 2 1 2 1
1

' cos

  ⇒ =
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−( ) − −( )
−( )

=
− − +

−( )
⇒y

x x
x

x x x

x

x x x x x

x
y' '2

1 1

1

3
2

3
2

1

12 2 ==
− +

−( )
= − +

−( )

x x x

x
x x x

x
2

3
2

1

1
3 2

2 12 2 .    

a)  y
x x

x
x x

x
y

x x x x x
x

y=
−( ) −( )

= − + ⇒ =
−( ) ⋅ − − +( ) ⋅

⇒
1 2 3 2 2 3 3 2 2

2

2

2

2 2

4' ''

'

= − = −

=
−

⇒ =
−( ) − ⋅

−( )

3 4 3 4

2
4

2 4 2 2

4

2

4 3

2

2

2

x x
x

x
x

y x
x

y
x x x

x

;    

  b) 22

2

2 2

3

3

2 3 3

2 4

4

5
5 7

15 5 7 5

=
− +( )

−( )

=
−

⇒ =
−( ) − ⋅

x

x

y x
x

y
x x x

;     

  c) '
115

5 7
105

5 7

2

3 2

2

3 2

x

x

x

x−( )
= −

−( )
.
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17.

18.

19.

20.  
si

si
. Posible punto dy

x
x

x
x

x

x
x

x
=

−
+

=

+
−

<

−
+

≥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1
1

1
1

0

1
1

0

,

,
ee discontinuidad .

 lím lím

x

f f x
x x

=

= =
→ →−

0

0
0 0

Continuidad : ( ) ( ) 11
1

1 1
10 0

+
−

= = = −
+

⇒
→ →+

x
x

f x x
xx x

lím lím es continua.( )

Derivabilidaad :   .  f
x

f
x

f
x x

'( ) ; '( ) '( )0 2
1

2 0 2
1

2 02

0

2

0

−

=

+

=

=
−( )

= = −
−( )

= − ⇒ /∃ ff  es derivable en  .ℜ −{ }0

f x
ax b x

ax x
bx a x

( )
,

,
,

=
− < −

+ − ≤ ≤
+ >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2 1
3 1 1

2 1

si
si

si
.  Posibles ppuntos de discontinuidad .

 
    l

x x

x

= − =

• = − ⇒

1 1

1

,

Continuidad
íím lím lím lím

x x x x
f x ax b a b f x ax

→− →− →− →−− +
= −( ) = − = +( )

1 1

2

1 1
3( ) ; ( ) == − ⇒ − = −

• = ⇒ = +( ) = +
→ →−

3 3

1 3 3
1 1

a a b a

x f x ax a
x x x

   

    lím lím lím( ) ;
→→ →+

= +( ) = + ⇒ + = +

− =
1 1

2 2 3 2

3

f x bx a b a a b a

a b
x

( ) lím   

Por lo tanto,  
−−

+ = +
⎧
⎨
⎩

⇒
− =

+ =
⎧
⎨
⎩

⇒ = =
a

a b a
a b

a b
a b

3 2
2 3

3
2 1,

Para estos valores de   y de  la  queda así:
 

a b
f x fx

derivabilidad
'( ) ;− = = −−

=−
1 4 41 ''( ) '( )

'( ) ; '( ) '(

− = = ⇒ /∃ −

= = = = ⇒ /∃

+
=−

−
=

+
=

1 2 2 1

1 2 2 1 1 1
1

1 1

x

x x

f

f f f 11 1 1) ,. Por lo tanto, f es derivable en  .ℜ − −{ }

a) 

b)

 . Como  es derivable en  .

 

y x y x
x

DEN= + ⇒ =
+

≠ ⇒ ℜ2 5 2
2 5

02
2

'

  

     

   

f x x Dom f x x x

x

( ) ln /= −( ) ⇒ = ∈ℜ − >{ } ⇒ − = ⇒

= ± ⇒

4 1 4 1 0 4 1 0

1
2

2 2 2

    es continua en su dominio.

     

Dom f f

f

= −∞ −( ) ∞( ) ⇒, ,1
2

1
2∪

''( ) 'x x
x

f=
−

8
4 12   Vemos que  puede ser calculada en todos loos puntos del 

     dominio de , por lo que podemos conclf uuir que  es derivable en .

  Escribimos 

f −∞ −( ) ∞( ), ,1
2

1
2∪

c) lla función usando la definición de valor absoluto: y
x

=
−2 2 ,,

,
.

si
si

  El único punto problemático es 
x

x x
x

<
≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
=

0
2 0

0
2

.. 

 lím lím es con     Continuidad : f f x f x
x x

( ) ( ) ( )0 0
0 0

= = = ⇒
→ →− +

ttinua.

      Derivabilidad : f x f xx x'( ) ; '( )0 4 0 0 4 00 0
−

=
+

=
= − = = = ⇒⇒ = ⇒ ℜf f'( )0 0   es derivable en .

lím lím
x x

f x a f x b f a f b a b
→ →

− +
− +

= + = = − ( ) = = ( ) = ⇒ = −
0 0

1
2

0 0
4

1
3

( ) ( ) ; ' ' , == − 4
3

.

(–∞,–1/2) (–1/2,1/2) (1/2,∞)
sgn (4x2-1) + – +
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28. p a b c d p d p a b c

p a b c a

1 0 0 2 1 3 2 0

2 12 4 0

( ) = + + + = ( ) = = ( ) = + + =

( ) = + + = ⇒

; ; ' ;

' == − = = − =4
5

18
5

24
5

2, , , .b c d

a) b)   no es continua en .   /∃ ( ) = ⇒ = ( ) = <
−

f x g x
si x

0 1
0

0
1 0

14 '
,

,,
'

si x
g

>
⎧
⎨
⎩

/∃ ( )0
0 y  .

f x x tgx f R n( ) = + − ⇒ − ± +⎧
⎨
⎩

3 3 5 2 1
2

  es continua y derivable en  π ⎫⎫⎬
⎭

( ) = − < ( ) = > ⇒ ∃ ∈( )

.

 ;   tal que  f f c
Th Bolzano

0 5 0 1 0 672 0 0 1, , ff c

d f d x
Th Rolle

( ) =

∃ ( ) = ⇒ ∃

0

0 0

.

Supongamos que  tal que  tal quee , pero  

tal que 

f x f x x tg x x R d

f d

' '0
2 20 3 1 0( ) = ( ) = + +( ) > ∀ ∈ ⇒ /∃

( )) = ⇒0   sólo tiene una raíz.f

Teorema del valor medio:  

f c
f f

f f' ( ) = ( ) − ( )
−

⇒ ( ) = ( ) +51 1
51 1

51 1 550 1 50 2 51 1 100

101 1
101 1

10

⋅ ( ) ≥ ( ) + ⋅ ⇒ ( ) ≥ +

( ) = ( ) − ( )
−

⇒

f c f f

f c
f f

f

'

'

.

11 1 100 1 100 2 101 201( ) = ( ) + ⋅ ( ) ≥ ( ) + ⋅ ⇒ ( ) ≥f f c f f' .

Al igualar por pares f x f x f x f x f x f xn n1 2 2 3 1( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) = ( )−, … ,, establecemos  igualdades. Aplicando el 
teorema de Ro

n −1
llle en cada uno de los intervalos  obtenemos quex xi i, +[ ]1   existen   tales que . 

Luego  tiene  ra
n c f c

f n
i i− ( ) =

−
1 0

1
'

' ííces.
El que  tenga  raíces no se debe a que  tiene f n f' −1 nn n raíces, sino a que f toma el mismo valor en  puntos, quue es 
lo que exige el teorema de Rolle. Por lo tanto, no sse puede afirmar el resultado inverso. 

El único posible punto de discontinuidad es .x = −2
Continuidaad :  

Derivabilid

f f x f x n m
x x

−( ) = ( ) = ( )⇒ − = −
→− →−− +

2 4 2 8
2 2

lím lím .

aad :  

La solución del sistema es 

f f n

m

' '−( ) = −( )⇒ − =

= −

− +2 2 4 12

200 16 2 2, , . . Los puntos del intervalo son x x1 2n = = = −

Continuidad : lím lím lím lí
x x x

f x x x
x→ → →

( )⇒ −( ) ≤ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≤

0 0

2

0

2 1cos mm lím es continua en .
x x

x x
x

f x
→ →
( )⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= = ( )⇒ =

0

2

0

2 1 0 0 0cos

Derrivabilidad :   pues no se puedef x x
x

sen
x

f' cos '( ) = + ⇒ /∃ ( )2 1 1 0   calcular lím .  no es derivable en .
x

sen
x

f x
→

=
0

1 0

  si
si

 . Posible punto de discontf x x ax x
x b x

( ) ,
,

=
− ≤
+ >

⎧
⎨
⎩

2 2
5 2

iinuidad .

lím lím

x

f x x ax a
x x

=

= −( ) = −
→ →−

2

4 2
2 2

2Continuidad :  ( ) ; llím lím

  
x x

f x x b b a b

f
→ →+

= +( ) = + ⇒ − = +
2 2

5 10 4 2 10( )

'Derivabilidad : (( ) ; '( )

,

2 2 4 2 5 5 4 5
2 6

1
1

2 2
−

=
+

=
= − = − = = ⇒ − =

+ = −
= −

⎧
⎨
⎩

⇒ = −

x a a f a

a b
a

a

x x

 bb = −4.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.  .

          

f x x
x

NUM x

DEN
' cos

cos
,( ) = −

−( )
= ⇒ =

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1
2

0
3

5
3

0
2

π π

                                             Máximo relativvo en ; mínimo relativo en . π π
3

3
3

5
3

3
3

, ,
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ LLos extremos 

                                                       absolutos se buscan en los extremos del intervallo: . Luego, 
                                

f f0 2 0( ) = ( ) =π

                       los extremos absolutos coinciden conn los relativos.

De 1) se obtiene que ; como . Tambp x ax bx c p c( ) = + + ( ) = ⇒ =4 2 0 5 5 iién:

p a b p a b

a b p x x x

1 5 0 5 25 5 5 0

1 6 6 54 2

( ) = + + = −( ) = + + =

= = − ⇒ ( ) = − +

, ;

, .

aa)  

                             

p x x x x' ,( ) = −( ) = ⇒ = ±4 3 0 0 32 .

                           

      

Mínimos en − −( ) −( )3 4 3 4, , ,

                                                  y máximo  en .0 5,( )
                                                    b) 

                                 

 p x x'' ( ) = −( ) ⇒12 12

                       
                   

 . p x x'' ( ) = ⇒ = ±0 1
                                      Puntos de inflexión:   .−( ) ( )1 0 1 0, , ,

f f f
Th Bolzano

1 1 0 2 2 2 2 1 1 0 1 22 2( ) = − < ( ) = − + − = > ⇒ ∃ ∈( ), ,α   tal que  αα( ) =

( ) = ( ) − + = = ⇒ = +( ) ⇒ (
0

2 2 1 1

.

f x x y x y x x y x x f xx x x x' ' ln ; , ln ln ' ln ' )) = +( ) − + ⇒

( ) = ( ) − ⇒ ( ) = − − < ( ) = > ⇒

ln ln

' ln ,

x x

g x f x g g

x x1 2 2 1

3 1 1 2 2 0 2 2 0
TTh Bolzano

g f f∃ ∈( ) ( ) = ( ) − = ⇒ ( ) =β β β β1 2 3 0 3, ' ' tal que  .

 y x x f x x r y x x x0 0
2

0 0 0 0
2

0 0
1
4

4 4 1
2

4 1
4

4 4 1
2

4= + + ( ) = + ⇒ − − − = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

, ' : xx x

r x x x x x x

−( )

( )∈ ⇒ − − − = − − ⇒ − = ⇒ = ± ⇒

0

0
2

0 0
2

0 0
2

00 0 1
4

4 4 1
2

4 16 0 4

;

  l, oos puntos son  

y las tangentes:  

− −( ) ( )
=

4 8 4 24

21 2

, , ,

: ,r y x r :: y x= 6 .

f x xsenx x x f f
Th Bolza

' cos ' , '( ) = − + −( ) ⇒ ( ) = > ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − < ⇒2 1 0 1 0
2

02 π
π

nno
c f c∃ ∈⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

( ) =0
2

0, 'π   tal que  .

Unico posible punto de discontinuidad :
 lím

x = 2
Continuidad :

xx x x x
f x x x f x x

→ → → →− +
( ) = −( )⎡⎣ ⎤⎦ = ( ) = − = ⇒

2 2 2 2
32 2 0lím lím lím  es conntinua.

 Derivabilidad : f x f
x

x

x

' , '2 2 2 2 2 1

2
2 23

2

−
=

+

=

( ) = − = ( )=
−( )

== ⇒ /∃ ( ) ⇒ ℜ

ℜ −

1
0

2

2

f f'    es continua en  y 

derivable en { }.

Rectta tangente :   .f
x

r y x r y x
x

' : :3 1

2
1 1 3 2

23
3

( ) =
−( )

= ⇒ − = − ⇒ = −

=

(–∞,– √ 3⎯⎯) (– √ 3⎯⎯,0) (0,√ 3⎯⎯) (√ 3⎯⎯,∞)
sgn p' – + – +
p D↓ C↑ D↓ C↑

(–∞,– 1) (– 1,1) (1,∞)
sgn p' ' + – +
p ⋃ ⋂ ⋃

c)

(0,π_3 ) ( π_
3 ,

5π__
3  ) ( 5π__

3  ,2π)
sgn f' + – +
f C↑ D↓ C↑
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41. f x x e f x x f fx' ' ' ,( ) = −( ) ⇒ ( ) = ⇒ = ⇒ > −∞( )−1 0 1 0 1  (  creciente) en  y    (  decreciente) en . 

Tiene un máximo en 

f f

e

' ,

,

< ∞( )
⎛

0 1

1 1
⎝⎝⎜

⎞
⎠⎟

( ) = −( ) ⇒ ( ) = ⇒ = ⇒ < −∞( )−

.

   ( ) en f x x e f x x f fx'' '' '' ,2 0 2 0 2∩   y  ( ) en  . 

Tiene un punto de inflexión en 

f f'' ,> ∞( )0 2

2

∪

,, 2
2e

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

.

No tiene asíntotas verticales; Asíntota horizonntal:

lím lím
x

x

x x

L Hôpital
xe x

e
ind

→−∞

−

→∞
( ) = −∞( ) ∞ = −∞ = ∞

∞
( ) =· ; l

'
iim

x x H He
y x f y

f x x
→∞

= ⇒ = → ∞ >

( ) > ∀ ∈

1 0 0

0

 cuando  , y además  

pues ℜℜ

( ) = ( ) =

+

→∞

. No tiene Asíntota oblicua.

lím   y  tienf f x f
x

0 0 ee un máximo relativo en . Por r1 1 1 0, ,
e

f x
e

x⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ ( ) ≤ ∀ ∈ ∞( ) eeducción al absurdo: 

supongamos que   tal que ∃ ≠ ( ) >c f c
e

1 1 .. Si  ,  sería creciente de ; si ,  sería dec f c c f< ( ) >1 0 1, ccreciente de 

Ninguna de ambas cosas, luego no exis

c, ∞( )

tte tal  y  tiene un máximo en , por lo que  c f
e

f1 1,⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

xx
e

x( ) ≤ ∀ ∈ ∞( )1 0, .

lím lím
x

ax
L Hôpital

veces

x

axe ax
x

ind a e a
→ →

− − = ( ) = = =
0 2

2

0

2 21 0
0 2 2

8
'

⇒⇒ = ±a 4.

f x x
x

NUM x e
DEN x triple

Dom f R

' ln( ) = − = ⇒ =
= ⇒ = ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

= =+

1 2 0
0 0

0

3  .  

,, ,∞( ) ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

. Máximo en  .e
e
1

2

f x x x
x x

x x
f f' ln ; ' , ' ln( ) = − +( ) +

+( ) −( )
− +

( ) = − < ( ) = +2 1
1 4 1

2 1
0 1 0 1 22

2 33 0 0 1

2 1 02

> [ ]
− + > ∀ ∈( )

 . Como  es continua en 

 y cambi

f

x x x R

' ,

aa de signo en los extremos del intervalo, de acuerdo con eel teorema de Bolzano,

 tal que  . Además, ∃ ∈( ) ( ) =c f c0 1 0, ' ccomo  es decreciente ( ) a la izquierda de  y a su df f c' < 0 eerecha creciente, 
 tiene un mínimo relativo en .f c

 .

Máximo en   y mínimo en  

f x x doble

f

' , ,

,
( ) = ⇒ = ( )

( )( )
0 1 4 7

1 1 7,,

''

f
x

f x x

7
4

2 4

( )( )
=

( ) = −(

.
En  no hay cambio en la monotonía.

)) − +( ) + −( ) −( ) = −( ) − +( ) ⇒ ( ) =x x x x x x x f2 2 28 7 4 2 8 2 4 2 16 23 4 0''   y 

cammbia la curvatura ( ,  ) por lo que es f f'' ''4 0 4 0− +( ) > ( ) < uun punto de inflexión.

f x e x x f x e x x f x xx x' ; '' '' ,( ) = + −( ) ( ) = + −( ) ⇒ ( ) = ⇒ = −2 23 9 5 6 0 6 1 .

                                                                                  Puntos de inflexión  −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−6 19 16, , ,
e

99e( ).

f a b c f x ax b f b f a b a b1 3 2 0 2 1 2 0 1( ) = + + = − ( ) = + ⇒ ( ) = = −( ) = − + = ⇒⇒ = =; ' ' ; ' , 22 6, .c = −

(–∞,– 6) (– 6,1) (1,∞)
sgn f '' + – +
f ⋃ ⋂ ⋃

(–∞,1) (1, 7)– {4} (4,∞)
sgn f ' – + +
f C↑ D↓ C↑

(0,√ e⎯⎯ ) (√ e⎯⎯,∞)
sgn f ' + –
f C↑ D↓



349

42.

1.

2.

3.

4. a)   dist P Q x h
v

d x h
v

f x v dist P Q x h d, · ,( ) = + +
−( ) +

⇒ ( ) = ( ) = + + −
2 2 2 2

2 2 xx h

f x x
x h

d x

d x h
f x sen i sen r

( ) +

( ) =
+

− −

−( ) +
⇒ ( ) = ⇒ =

2 2

2 2 2 2
0      ' ' � �� � �⇒ =

( ) =
+

+
−( ) +

⇒ ( ) > ∀ ∈ ⇒

i r

f x h
x h

h

d x h
f x x R

;

'' ''      

   

2

2 2

2

2 2
0

    el tiempo invertido es mínimo cuando  .

  

i r

r y

� �=

= −b) : 2hh
d

x h r OX y x d sen i
d

h d
sen r i r+ ⇒ ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ ( )
= ⇒ =∩ � � � �0

2
2

2
2

2
.

Función a optimizar : Relación entre las va   A x y x y0 0 0 0,( ) = ⋅ rriables :   ;y
x

A x
x

x A x
x

A x

0
0
2

0
0

0 0
0
2 0

4 1

4 4 1 0

= +

( ) = + ⇒ ( ) = − + ⇒ ( ) = ⇒' ' xx A x
x

A0 0
0
32 8 2 1 0= ( ) = ⇒ ( ) = >; '' ''   

el rectángulo de área mínimaa   es un cuadrado de lado  .2A A u x ymín = ( ) = = =2 4 20 0

Función a optimizar :  V x x x x x x x( ) = −( ) −( ) = − +80 2 50 2 4 260 40003 2 ⇒⇒

                                                                                      V x x x V x'( ) ; '( )= − + =12 520 4000 02 ⇒⇒

                                                                                       

    

x absurda x1 2
100

3
10= ( ) =; ;

                                                                                    V x x V''( ) ''= − ⇒ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=24 520 100

3
280 >>

= − < ⇒

0

10 280 0

.

''( )V el volumen de la caja es máximo cortandoo un cuadrado de lado 10  y vale .cm V cmmáx = 18000 3

a)

b)

  .

  

f a
a

f a
a

r y
a a

x a r y
a

x
a

r

( ) = ( ) = − ⇒ − = − −( )⇒ = − +1 1 1 1 1 2
2 2 2, ' : :

∩∩ ∩OX y x a A a r OY y
a

B
a

dist A B

⇒ = ⇒ = ⇒ ( ) ⇒ ( ) = ⇒ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0 2 2 0 0 2 0 2, ; ,

,

.

  c) (( ) = + ⇒ ( ) = ( )⎡⎣ ⎤⎦ = + ⇒ ( ) = − ⇒ = ⇒4 4
4

1 2 2 12
2

2

2
2 3

4a
a

f a
dist A B

a
a

f a a
a

a
,

' aa

f a
a

f a

=

( ) = + ⇒ ( ) = > ⇒ =

1

2 6 1 8 0 14

; 

mínimo para , siendo los '' '' ppuntos (2,0), (0,2) y la distancia mínima  u.A B 2 2

UNIDAD 9. APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

a)  ; f a a m f a a r y a m a x a r y ax a m( ) = + ( ) = ⇒ − +( ) = −( )⇒ = − +2 2 22 2 2 0, ' : : ,00

2 1
0

1
4

2

2

( )∈ ⇒ = ⇒ =

= ⇔
=
− =

⎧
⎨
⎩

⇒ =

r a m a m

y x f
a

m a
mb)   es tangente a ..

x
x

80-2x

50-2x

(0,h)

(d,-h)
r

I

î r̂

d
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5.

6.

7. Función a optimizar : 

Relación entre las var

 . U x y x y,( ) = 100

iiables :  ;1800 3000 81000 135 3
5

100 135 3
5

x y y x

U x x x f x

+ = ⇒ = −

( ) = − ⇒ ( ) == ( )⎡⎣ ⎤⎦ = − ⇒ ( ) = − ⇒

( ) = ⇒ =

U x
x x f x x x

f x x absur

2

2 3 2

2000
135 3 270 9

0 0

'

'

 

dda f x x f( ) ( ) = − ⇒ ( ) = − > ⇒, '' ''30 270 18 30 270 0;  la producción máxiima 
 unidades se tiene contratando 30 emplU Umáx = ( ) =30 9000 eeados y comprando 9 máquinas.

Función a optimizar : 

Relación entre las var

 . V r h r h,( ) = ⋅π 2

iiables :   ;

 

2 2 150 150 2
2

752
2

3π π
π

π
π⋅ + ⋅ ⋅ = ⇒ = − ⋅

⋅
⇒ ( ) = − ⋅r r h h r

r
V r r r

VV r r V r r V r r V' · ' '' ''( ) = − ⇒ ( ) = ⇒ = ( ) = − ⇒
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =75 3 0 5 6 52π

π
π

π
π

π
; −− < ⇒

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ≅

30 0

5 250 141 0

π

π
π

π
π

  

el volumen máximo  V Vmáx , 4474 5 2 8209  se tiene cuando el radio es   

y la 

3cm r cm= ≅π
π

,

aaltura doble que el radio  .h r cm= = ≅10 2 5 6419π
π

,

  Función a optimiz
Prisma de base octogonal :

aar S x y xy x tg
lación entre las iables

: , º '
Re var :

 .
   

( ) = + ⋅8 4 67 302

  2 67 30 1000 500
67 30

4000
67 30

2
2x tg y y

x tg
S x

x tg
· º '·

· º ' · º '
= ⇒ = ⇒ ( ) = ++

( ) = − + ⇒ ( ) =

4 67 30

4000
67 30

8 67 30 0

2

2

x tg

S x
x tg

x tg S x

· º '

'
· º '

· º ' '

;

 ⇒⇒ = ≅

( ) = +

x
tg

S x
x tg

tg

500
67 30

4 4103

8000
67 30

8 67 30

2
3

3

º '
,

''
· º '

· º '

;

⇒⇒
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = > ⇒S

tg
tg''

º '
· º '500

67 30
24 67 30 02

3 el gasto mínimo ess 

  para un prisma2S S
tg

cmmín =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

1000
22 30

563 51143
º '

,   octogonal de lado   y 

altura  

x
tg

cm

y

= ≅

=

500
67 30

4 41032
3

º '
,

5500 67 30 10 64753 · º ' ,tg ≅  cm.

Prisma de base cuadrada :
Función a optimizar S x y xy x  : ,( ) = +4 2 2..

   Re var :lación entre las iables x y y
x

S x2
21000 1000 4000= ⇒ = ⇒ ( ) =

xx
x

S x
x

x S x x S x
x

S

+

( ) = − + ⇒ ( ) = ⇒ = ( ) = + ⇒

2

4000 4 0 10 8000 4 10

2

2 3

;

' ' ; '' '' (( ) = > ⇒

= ( ) =

12 0

10 600

  el gasto mínimo es

   para el c2S S cmmín uubo   .x y cm= = 10
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8.

9.

10.

11.

12. C x x
x

C x x C x
x

C' ' ; '' '( ) = − ⇒ ( ) = ⇒ = = ( ) = + ⇒
30

450 0 13500 3 500 1
30

900
2

3 3
3 '' 13500 1

10
0

3 500 225
500

28

3

3
3

( ) = < ⇒

= ( ) = ≅

 el gasto 

mínimo C Cmín ,, ,348 3 500 23 8113l
h   se tiene para una velocidad de  nudos≅ ..

15 1
4

1
4

2 1
4

1
4

7
16

2 7
16

2

0 0 0
2min ( )= ⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= ⋅ − ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= = − = ⇒h T T t t t; tt t t

h

T t

0
2

0 02 7
16

0 1
4

7
4

6
4

− + = ⇒ = ⇒

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,

'(

 han de 

pasar 90 min .

)) '( ) ; ''( )= − ⇒ = ⇒ = = − < ⇒2 2 0 1 2 0t T t t T t   la temperatura máxima se  alcanza al cabo de 1 hora, valiendo
. Como no T Tmáx = =( )1 1 sse obtiene ningún mínimo relativo, la temperatura mínima ddebe encontrarse en alguno de los 

extremos del intervalo:  . Dicha temperatura mínima se produce T T Tmín( ) ( )0 2 0 0= = ⇒ = aa las 0 ó a las 2 horas.

Función a optimizar

Relación

: ( , )

:

A r h rh r

P h r r

= +

≡ + + =

⎫
⎬
⎪2

2
2 2 10

2π

π ⎭⎭⎪
⇒ =

− +( )
⇒ = − +( )⎡⎣ ⎤⎦

= − +( ) ⇒ =

h
r

A r r

A r r A r

10 2
2

1
2

20 4

10 4

2π
π

π'( ) '( ) 00 10
4

4 0 10
4

10
4

⇒ =
+

= − +( ) < ⇒ =
+

=
+

r A r r m h m
π

π
π π

; ''( ) ; . máximo para 

Función a optimizar : 

Relaciones ent

A x b x b x b, ·( ) = + = +( )
2

60 30 .

rre las variables :  
2 280 280

2

60
2

2802 2
2

y b y b

y x b

+ = ⇒ = −

= + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⇒ −−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

= −
−

⇒ ( )

b x b

b x
x

A x

2
3600

2

64000
2 560

2 2

2

 ;

==
− −( )

−
⇒ ( ) =

− +( )
−

30 3 5670 64000
2 560

180 560 73600

2 560

2 2x x
x

A x
x x

x
'

(( )
⇒ ( ) = ⇒

⇒ = − ≅ = + ≅

( )

2

1 2

0

280 40 3 210 718 280 40 3 349 282

A x

x x

A x

'

, ; ,

''

;

==
−( )

⇒ ( ) = − < ( ) = > ⇒3456000
2 560

0 043 0 0 043 03 1 2x
A x A x'' , ; '' , El áreaa máxima 

  se tiene cuando 2A A cm xmáx = −( ) = =280 40 3 10564 617, 2210 718 141 436 69 282, , , cm,    e   .b cm y cm= =

Función a optimizar :   ; S x t t x x f x( ) = + = + + − (1 2

2 360000
50

800
100

)) = ( )⇒ ( ) =
+

− ⇒

⇒ ( ) = ⇒ = ⇒ =

100 2
360000

1

0 3 360000 12000

2

2

S x f x x
x

f x x x

'

' 00 200 3

20

=

=

; el tiempo invertido es mínimo si se recorren 

x 00 3 346 4 800 200 3 453 6≅ − ≅, ,  campo a través y   por la carkm km rretera.



13.

14.

15.

16. a)  1)  . 

     2)   I

Dom y

y x x x x x y x

=ℜ

− = −( ) − −( ) = − + = − ( )⇒( ) 3 33 3 mmpar, simétrica respecto del origen de coordenadas. 

     33)  ;  ( ). 

     

f OX x x f OY∩ ∩⇒ −( ) = ⇒ −( ) ( ) ( ) ⇒2 3 0 3 0 0 0 3 0 0 0, ; , ; , ,

44) Signo:
     
     5) No tiene Asíntotas de ningún tipo poor ser un polinomio.
     6)  

     
     

y x y x' '= − ⇒ = ⇒ = ±3 3 0 12

77) Máximo en  y mínimo en .
     8) 

−( ) −( )
= ⇒ =

1 2 1 2
6 0

, ,
'' ''y x y ⇒⇒ = ⇒x 0  Punto de inflexión (0,0).

Función a optimizar : Relación :C x y x y x y y
x

( , ) ;= + ⋅ = ⇒ =5 10 8 8.  

                                                                           

      

C x x
x

C x
x

C x x( ) '( ) '( )= + ⇒ = − ⇒ = ⇒ = ⇒5 80 5 80 0 162
2

                                                                     el coste 

es mínimo

x C x
x

C= = ⇒ = > ⇒4 160 4 5
2

03; ''( ) ''( )

  para  ,  , valiendo  euros. El marco valex m y m Cmín= = =4 2 40   2 40 80 euros.⋅ =

C x x
x

C x
x

x x C x
x

C

( ) '( ) ; ''( )

'

= + + ⇒ = − = ⇒ = ⇒ = =
2

3 200 1
2

200 0 400 20 400
2

2
3

''( )20 1
20

0 20= > ⇒ = mínimo para  unidades, con un coste mínix mmo que vale . 

Desechamos la solución negativ

C Cmín = =( )20 23

aa , por no tener sentido en el problema.x = −20

                                                                          
Función a optimizar :

Relación :

A x y x y

x y

( , ) = ⋅

+5 6 == ⇒ = −
⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒

3000 3000 5
6

y x

                                                                         A x x x A x( ) '(= − ⇒3000 5
6

2

)) '( ) ;

''( )

= − ⇒ = ⇒ =

= − < ⇒

3000 10
6

0 300

5
3

0

x A x x

A x tiene un máximo parra  ,  , siendo el área máxima cercada  x m y m Amáx= = =300 250 775000 2m .

352

x y

(1,-2)

(-1,2)

3− 3

(–∞,– √ 3⎯⎯) (– √ 3⎯⎯,0) (0,√ 3⎯⎯) (√ 3⎯⎯,∞)
sgn y – + – +

(–∞,–1) (–1, 1) (1,∞)
sgn y ' + – +
y C↑ D↓ C↑

(–∞,0) (0,∞)
sgn y '' – +
y ⋂ ⋃

x

y
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17. a)  1)    pues el denominador es positivo siempre. 

 

Dom y = ℜ

    2)   Par, simétrica respectoy x
x x

y x( ) ( )− =
+ −( )

=
+

= ⇒1
1

1
12 2   del eje .

    3)   No corta al eje ;  

OY

f OX y OX f OY y∩ ∩⇒ ≠ ⇒ ⇒0 (( ) ,0 1 0 1= ⇒ ( ).
    4) La función es siempre positiva, porque  los son su numerador y su denominador.

    5) No tiene AA  VV; AH: lím  porque  es positiva.

  

x H Hx
y y y y

→±∞ +
= ⇒ = >1

1
0 02 ;

   6)  

    7) Máximo en (0

y x

x

NUM x
DEN

' = −

+( )
⇒

= ⇒ =
>

⎧
⎨
⎩

⇒2
1

0 0
02 2

,,1).

    8)   Puntoy x

x
NUM x

DEN
'' = −

+( )
⇒ = ⇒ = ±

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒6 2

1
0 3

3
0

2

2 3 ss de inflexión  .−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

3
3

3
4

3
3

3
4

, ; ,

b)  1)  .

     2)   

Dom y

y x
x

x
x

x
y

= ℜ − ±{ }

− =
−( )

−( ) −
=

−
=

2

4 4

2

2

2

2( ) (xx OY

f OX y x

) ⇒

⇒ = ⇒

Par, simétrica respecto al eje .

     3)   ∩ 0 == ⇒ ( ) ⇒0 0 0, La función corta a los ejes en el origen de coorddenadas. 

     4)  

     5) AA V

NUM en
DEN x

> ℜ −{ }
= ⇒ = ±

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0 0
0 2

VV:  
lím

lím
x

x
x

x
x

x

x

= − ⇒ −
= = ∞

−
= = −∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

→− +

→− −

−

+

2 4
4

0

4
4

0

2

2

2

2

2

2

;; x

x
x

x
x

x

x

= ⇒ −
= = −∞

−
= = ∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

→ −

→ +

−

+

2 4
4

0

4
4

0

2

2

2

2

2

2

lím

lím
.

           AH: lím lím . No tiene AOb p
x x H

x
x

x
x

y
→±∞ →±∞−

≈ = ⇒ =
2

2

2

24
1 1 oor tener AH.

          cuandosgn sgn ,y y
x

xH−( ) =
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> →4
4

02 ±±∞ ⇒ >

= −

−( )
⇒

= ⇒ =
> ℜ − ±{ }

⎧
⎨
⎪

y y

y x

x

NUM x
DEN en

H .

     6)   ' 8
4

0 0
0 22 2

⎩⎩⎪
⇒

=
+( )

−( )

     7)  Máximo en (0, 0).

     8)   y
x

x
''

8 3 4

4

2

2 3 ⇒⇒
>
= ⇒ = ± ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

NUM
DEN x triple

0
0 2

No tiene puntos de inflexiónn.

(–∞,0)– {2} (0,∞)– {2}
sgn y ' + –
y C↑ D↓

(–∞,– 2) (– 2,2) (2,∞)
sgn y '' + – +
y ⋃ ⋂ ⋃

(0,1)

(–∞,0) (0,∞)
sgn y ' + –
y C↑ D↓

(–∞,– √ 3⎯⎯___
3 ) (– √ 3⎯⎯___

3 ,√ 3⎯⎯___
3 ) (√ 3⎯⎯___

3 ,∞)
sgn y'' + – +
y ⋃ ⋂ ⋃

(–∞,– 2) (– 2,2)–{0} (2,∞)
sgn y + – +
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18. a)  
si

si
. Se trata de dos trozy

x x x
x x x

=
− + <

− ≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 8 4
2 8 4

2

2

,
,

oos de parábola, que se pueden 

     representar usando el vvértice y dos puntos más.

1  trozo:  er x b
a

y yV V= − = = ( ) = ⇒
2

2 2 8; VV 2 8

4

,( ). Uno de los otros puntos debe ser 

               −−( ), , )0 0 y el otro puede ser (0,0). Con (4  se quiere exp- rresar que lím  ( )

2º trozo:  

x

V V

x x

x b
a

y y

→ −
− + =

= − = = ( )
4

22 8 0

2
2 2; == − ⇒ −( )8 2 8V , . El vértice no está en el trozo en el  

                 que está definida la parábola, aunque viene bienn para ver la tendencia. Necesi-  
                 tamos ttres puntos. Uno debe ser (4, 0). Los otros pueden ser (5,110), (6, 24) .

b)  1)  . 
     2) No es simétrica. 

     3)  

Dom y

f OX

= ℜ −{ }0

∩ ⇒⇒ −( ) = ⇒ = ( ) ⇒ ( )
⇒ /∃ ⇒

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x x doble
f OY y No corta al eje OY

1 0 1 1 0
0

2 ,
( )∩

.. 

     4)

     5) AA VV:  x
lím

x
x

lím

x

x

= ⇒

−( )
= = −∞

→ −

→

−

0

8 1 8
00

2

3

00

2

3

2

3

8 1 8
0

8 1

+

−( )
= = ∞

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

−( )
≈

+

→±∞

x
x

x
x

lí
x

.

          AH: lím mm x
x x

y
x x H→±∞ →±∞

= = ⇒ = ⇒8 8 0 0
2

3 lim No tiene AOb por tener AH.

           
cuando
cuando

sgn sgn
,
,

y y
x

x y y
xH

H−( ) ≈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒
< → −∞ ⇒ <
>

8 0
0 →→ ∞ ⇒ >

⎧
⎨
⎩

=
− + −( )

⇒
= ⇒ =
> ℜ −

y y

y
x x

x
NUM x
DEN en

H

.

     6)  '
,8 4 3 0 1 3

0

2

4 00

3 32
27

{ }
⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

⎛
⎝⎜

⎞
⎠

     7) Mínimo en (1, 0) y máximo en  , ⎟⎟

=
− +( )

⇒
= ⇒ = − = +
= ⇒ =

.

     8)  y
x x

x
NUM x x
DEN x

''
;16 6 6 0 3 3 3 3

0 0

2

5
1 2

qquíntuple

x y x
( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

( )          Puntos de inflexión 1 1 2, ; ,, , ; ,y y y2 1 20 282 1 052( ) ≅ ≅ con .

(–∞,0) (0,∞)– {1}
sgn y – +

(–∞,1) –{0} (1,3) (3,∞)
sgn y' – + –
y D↓ C↑ D↓

(–∞,0) (0,x1) (x1,x2) (x2,∞)

sgn y''
+
−

= −
+
+

= +
−
+

= − +
+

= +

y ⋂ ⋃ ⋂ ⋃

(1,0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

27
32

,3
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19. a)   . Usamos  (gráfica de la derecha) comy x
x

y x
x

=
−

=
−

3

2

3

21 1
oo 

      referencia cuando sea necesario. 
     1)  Dom y = ℜ − ±±{ }

− =
−

⇒

1

1

3

2

. 

     2)   par, simétrica respecto de y x x
x

O( ) YY . 

     3)   (0,0) es el punto de corte con ambos ejes.

      4)   

 
 

           Usand

y x
x

NUM x
DEN x

=
−

= ⇒ =
= ⇒ = ±

⎧
⎨
⎩

⇒
3

21
0 0
0 1

oo la tabla escribimos:  
si

y x
x

x
x

x
=

−
=

−
−

∈ −( ) ∞( )3

2

3

2

1
1

1 0 1, , ,∪

xx
x

x
3

21
1 0 1

−
∈ −∞ −( ) ( )

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪ , , ,si

.  Esta función es siempre
∪

  positiva.

     5)    AA VV:  x lím x
x

x
x

= − ⇒
−

= = ∞ =
→− +1

1
1

0
1

1

3

2 ; ⇒⇒
−

= = ∞

−
≈

→ +

→±∞ →±∞

lím x
x

lím x
x

lím

x

x x

1

3

2

3

2

1
1

0

1

.

            AH: 
xx
x

lím x

x

x

3

2 = = ∞ ⇒

→

→±∞
  No tiene AH.

            AOb: cuando  −−∞ :

  1)  .
     2)  Impar, simétric
b) Dom y = ℜ − ±{ }2

aa respecto del eje OY. 
     3)  Corta a los ejes en (0, 0).. 
     4)

     5)  AA VV: 
lím

lím
x

y

y
x

x

= − ⇒
= −∞

= ∞

⎧
⎨
⎪

⎩

→−

→−

−

+

2 2

2⎪⎪
= ⇒

= −∞

= ∞

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

= ⇒

→

→

→±∞

−

+

; x
y

y

lím y

x

x

x

2

0

2

2

lím

lím
;

          AH: yy y y
x

x y y
x y yH H

H

H

= ⇒ −( ) ≈ ⇒
< → −∞ ⇒ <
> → ∞ ⇒ >

⎧0 2 0
0

sgn sgn
,
,
cuando
cuando⎨⎨

⎩

=
− +

.

          No tiene AOb por tener AH.

     6)  y
x

'
2 42(( )

−( )
⇒

<
> ℜ − ±{ }

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ < ⇒

x

NUM
DEN en

y
2 2

4

0
0 2

0' y es decreciente enn su dominio.

     7)  No tiene puntos críticos.

     8)  y ''' =
+( )

−( )
⇒

= ⇒ =
= ⇒ = ± ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

4 12

4

0 0
0 2

2

2 3

x x

x

NUM x
DEN x triple

Puntoo de inflexión (0, 0).

(–∞,– 2) (– 2,0) (0,2) (2,∞)
sgn y – + – +

(–∞,– 2) (– 2,0) (0,2) (2,∞)
sgn y '' – + – +
y ⋂ ⋃ ⋂ ⋃

x=2
x=-2

(–∞,–1) (–1,0) (0,1) (1,∞)

sgn y −
−

= +
−
+

= −
+
+

= + +
−

= −

3−

3
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=
−

≈
−

= − =
→−∞ →−∞ →−∞

            m lím x
x x

lím x
x

n lím
x x x

3

3

3

3 1; xx
x

x lím x
x

y x y y

x

Ob Ob

3

2 21 1
0

−
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
= ⇒

= − ⇒ −

→−∞

            sgn(( ) =
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≈ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> → −∞ ⇒ >sgn sgn ,x
x x

cuando x y yOb1
1 02 .

            Cuando  : x m lím x
x x

lím x
x

n lím
x x x

→ ∞ = −
−

≈ −
−

= = −
→∞ →∞ →∞

3

3

3

3 1; xx
x

x lím x
x

y x y y

x

Ob Ob

3

2 21 1
0

−
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

−
= ⇒

= ⇒ −(

→∞
 

           sgn )) ≈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> ⇒ > → ∞sgn 1 0
x

y y xOb  cuando .

     6) 

     7)  Mínimos  en , 3 3
2

, (0, 0) y  , 3 3
2

.

     8)  

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟3 3

y '' ==
− +

−
∈ − ∞

+
−

2 3
1

1 0 1

2 3
1

2

2 3

2

2 3

x x
x

x

x x
x

x

( )
( )

, ( , ) ( , )

( )
( )

,

 si 

 si 

∪

∈∈ −∞ −

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⇒
= ⇒ =
= ⇒ = ± ( )

⎧
⎨
⎩

⇒
( , ) ( , )1 0 1

0 0
0 1

∪

NUM x
DEN x triple

no tiiene punto de inflexión 

          (el valor absoluto conviierte el punto (0, 0) en un mínimo).

b)   
si

si
1) . 

   

y

x
x

x

x
x

x
Dom y=

−
−

<

−
≥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

= ℜ − ±{ }

3

2

3

2

1
0

1
0

1
,

,

     2)  Par, simétrica respecto a  .
       3)  Corta a 

OY
llos ejes en  (0, 0). 

      

       4)  Signo de la función 

        5)  AA VV:  
lím

lím

x

x
x

x
x

x

= − ⇒ −
= = −∞

−

→− −

→−

−

+

1 1
1

0

1

1

3

2

1

3

xx

x

x
x

x
x

x

x2

1

3

2

1

3

2
1

0

1 1
1

0

1
1

0
=

+
= ∞

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

= ⇒ −
= = ∞

−
= =

→ +

→ −

−

+

;
lím

lím −−∞

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

−
≈

−
=

→±∞ →±∞

.

            AH:   lím lím lí
x x

x
x

x
x

3

2

3

21
mm No tiene AH.

            AOb: cuando   : 
x

x

x
→±∞

−( ) = −∞ ⇒

→ −∞   

            lím lím límm x
x x

x
x

n x
x x x

= −
−

≈ = = −
→−∞ →−∞ →−∞

3

3

3

3

3

1
1

;
−−

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

−
= ⇒

= ⇒ −( ) =

→−∞x
x x

x

y x y y

x

Ob Ob

2 21
0lím

            sgn ssgn sgn ,−
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< → −∞ ⇒ <x
x x

x y yOb1
1 02 cuando .  

3− 3

(–∞,–1) (–1,0) (0,1) (1,∞)

sgn y ''
−
−

= + +
+

= +
+
+

= +
−
−

= +

y ⋃ ⋃ ⋃ ⋃

(–∞,– 1) (– 1,1) (1,∞)
sgn y – + –

(–∞,–√ 3⎯⎯ ) (– √ 3⎯⎯ ,–1) (–1,0) (0,1) (1,√ 3⎯⎯ ) (√ 3⎯⎯ ,∞)
sgn y' – + – + – +
y D↓ C↑ D↓ C↑ D↓ C↑
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20. a)  
si

si
y

x x x

x x x
=

− −( ) ∈ −( )
− −( ) ∈ −∞ −( ] ∞[ )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 2

2 2

1 1 1

1 1 1

, ,

, , ,∪
.. 1)  . 

    2)  Par, simétrica respecto del eje .

Dom y

OY

= ℜ

  
    3)  Corta a los ejes en ( 1, 0), (0, 0), (1, 0) . 
    4

−
))   siempre es positiva.

    5)  No tiene asíntotas de ni
y

nngún tipo, por ser un polinomio.

    6)   
si

y
x x x

'
,

=
− + ∈ −4 23 11 1
4 2 1 1

0 2
2

0

3

,
, , ,

' ,

( )
− ∈ −∞ −( ) ∞( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

= ⇒ = ±

x x x

y x

si

         ,

∪

  pues

         ,  .

 

y y y y' ' ' '−( ) = − ≠ −( ) = ( ) = − ≠ ( ) =− + − +1 2 1 2 1 2 1 2

    7)  Máximos en  y ; mínimo −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

2
2

1
4

2
2

1
4

, , een (0, 0).

    8)   
si

si
y

x x

x x
''

, ,
, ,

=
− + ∈ −( )

− ∈ −∞ −(
12 2 1 1

12 2 1

2

2 )) ∞( )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ = ⇒ = ± ⇒ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

∪ 1
0 6

6
6

6
5
36,

'' ,y x Puntos de inflexión 
⎠⎠
⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟, .6

6
5
36

,

          Cuando   :

         lím lím

x

m x
x x

x
xx x

→ ∞

=
−

≈
−

= −
→∞ →∞

3

3

3

3 1; nn x
x

x x
x

y x

x x

Ob

=
−

+
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

−
= ⇒

= − ⇒

→∞ →∞
lím lím

         

3

2 21 1
0

sgnn sgn

'

y y
x

y y x

y

x

Ob Ob−( ) ≈
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< ⇒ < → ∞

=

1 0

2

 cuando .

     6)  

(( )
( )

,

( )
( )

,

x
x

x

x x
x

x

NUM

2

2 2

2 2

2 2

3
1

0

3
1

0

+
−

<

− +
−

>

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⇒
=

 si 

 si 

00 3 0 3
0 1

⇒ = −
> ℜ − ±{ }

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x
DEN

, , (doble)
 en 

.

    

    7)  Máxximos en   y  ; mínimo en (0− −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟3 3 3

2
3 3 3

2
, , ,, 0).

     8)  
 si 

y

x x
x

x

x x
x

''

( )
( )

,

( )
( )

=
− +

−
<

+
−

2 3
1

0

2 3
1

2

2 3

2

2 33 0

0 0
0 1

,  si 
.

       

x

NUM x
DEN x triple

>

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⇒
= ⇒ =
= ⇒ = ± ( )

⎧
⎨
⎩

    No tiene puntos de inflexión, pues no cambia de curvatuura en (0, 0). En la tabla del crecimiento se observa que
          (0, 0)  provoca un cambio en la monotonía.

(–∞,– √ 3⎯⎯) (– √ 3⎯⎯,0) (0,√ 3⎯⎯) (√ 3⎯⎯,∞)
sgn y' + – + –
y C↑ D↓ C↑ D↓

(–∞,–1) (–1,0) (0,1) (1,∞)

sgn y '' +
−

= −
+
+

= + +
+

= + +
−

= −

y ⋂ ⋃ ⋃ ⋂

(–∞,–1) (–1,– √ 2⎯⎯___
2 ) (– √ 2⎯⎯___

2 , 0) (0,√ 2⎯⎯___
2 ) ( √ 2⎯⎯___

2 ,1) (1,∞)

sgn y' – + – + – +
y D↓ C↑ D↓ C↑ D↓ C↑
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21. a) 1)  . 
    2) No es simétrica. 
    3) No corta a l

Dom y = ℜ

oos ejes. 
    4) Siempre es positiva. 

    5) No tiene Asínttotas verticales; AH:  
cuandolim

lim

x x H

x

e
y x

→−∞

→

+
= ⇒ = → −∞1

1
1 1

∞∞ +
= ⇒ = → ∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

→ −∞ −

1
1

0 0

1

e
y x

x y

x H cuando
. 

       Cuando , sgn(( ) = −
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ < ⇒ < → ∞ > >sgn e

e
y y x y y y

x

x H H1
0 0. Cuando ,    pues . 

     6) Monotonía:  y siempre es decrecieny e

e

x

x
' = −

+( )
< ⇒

1
02 tte. 

= −∞( ] ∞[ ) −{ } 1)  . 
    2)

2 3 0, ,b) Dom f ∪
  No es simétrica. 

    3) Corta al eje  en (2, 0), (3, 0) OX ;; no corta al eje . 
    4)  positiva en su dominio. 

  

OY
f

   5) AA VV: ; AH:x f x
x x

xx x x
= ⇒ ( ) = ∞

−( ) −( )
≈

→ →±∞
0

2 3
0 2lim lim lim

→→±∞
= ⇒ = > >

=

x
x

y f y f

y

H2 0 0 0  y  pues . No tiene A Ob.

    6)  

H

' −− + −
−( ) −( )

= ⇒ = − ≅ ∉ = +2 15 24
2 3

0 15 33
4

2 314 15 32

3
1 2x x

x x x
NUM x Dom f x, ; 33

4
5 186

0 0 2 3

≅

= ⇒ = ( ) ( )

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

,

DEN x triple y no cambian el signo
.

          Aunque ni 2 ni 3 cambian el signo de la derivada, tiennen 
         que aparecer en la tabla sustituyendo a .
 

1x
    7) Máximo . 

    8) La derivada
x f x2 2 5 186 0 137, , ; ,( )( ) ≅ ( )

  segunda es impracticable. 

(–∞,0) (0,2) (3,x2) (x2,∞)

sgn f '
−
−

= + −
+

= −
+
+

= + −
+

= −

f C↑ D↓ C↑ D↓

0    2    3

(–∞,–1) (–1,–√ 6⎯⎯___
6  ) (–√ 6⎯⎯___

6  ,
√ 6⎯⎯___

6  ) (√ 6⎯⎯___
6  ,1) (1,∞)

sgn y'' + – + – +
y ⋃ ⋂ ⋃ ⋂ ⋃



359

22. a) 1)  .
    2) No es simétrica. 
    3) No corta al e

Dom f = ℜ

jje ;  . 
    4)   siempre. 

    5) No tiene 

OX f OY
f

∩ ⇒ ( )
>

0 1
0

,

aasíntotas verticales; AH: no tienelim
x

xe x
→−∞

− +( )⎡⎣ ⎤⎦ = ∞ ⇒2 1   cuando ;

       

x

e x
x

x

L Hôpital
veces

→ −∞

+( )⎡⎣ ⎤⎦ = ⇒
→∞

−lim
´

2
2

1 0 yy x y y y

y

H H= → ∞ > >0 0 cuando ;  pues ; no tiene A Ob. 

    6)  ' == − −( ) ⇒ > ℜ − ℜ −−e x yx 1 0 1 12 ' { } { } en  es creciente en . 
    7) Noo tiene extremos relativos. 
    8)  y e x x yx'' ''= − − +( ) ⇒− 2 4 3 == ⇒ =

= ℜ

0 1 3x

Dom f

, .

 1)  . 
    2) No es simétrica; es pe

    
b)

rriódica de período  Rad.; se restringe su estudio al T = 2π iintervalo .

    3)  

0 2
3
4

7
4

3
4

0

,

cos , ,

π

π π π

[ ]

⇒ = − ⇒ = ⇒ ⎛f OX senx x x∩
⎝⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ ( ), , ,7
4

0 0 1π ; . 

    4) Signo de la función

f OY∩

  

( )
    7) no tiene extremos relativos. 

    8)  y
e ex x

'' =
−11

1

0 0
02

( )
+( )

= ⇒ =
>

⎧
⎨
⎩e

NUM x
DENx

.

         Punto de inflexión  00 1
2

,⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ℜ

.

 
 1)  . 

    2) No es simétrica. 
    3)

b) Dom f

  No corta al eje OX;  . 
    4)   siempre. 
  

f OY
f

∩ ⇒ ( )
>

0 1
0

,

   5) No tiene asíntotas verticales ni horizontales; A Ob:  se separa  en  y en :

        

− ∞ ∞

= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

→−∞
m e

x
n

x

x

lim ;1 1 == − +( ) = ⇒ = − → −∞ −( ) = (
→−∞
lim sgn sgn

x

x
Ob Ob

xe x x y x x y y e0  y cuando  )) > ⇒

= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ∞

∞
( ) =

→∞

0

1m e
x

ind
x

x L Hôpital
        lim li

'
mm

' '

x

x

x

e x

y e y x

→∞
= ∞ ⇒ → ∞

= − ⇒ = ⇒

no tiene A Ob cuando  .

    6)  1 0 == ⇒ −∞( ) ∞( )0 0 0  es decreciente en  y creciente en . 
    

y , ,
77) Mínimo en (0,1) . 

    8)   siempre es  y noy e yx'' = > ⇒0 ∪   tiene puntos de inflexión.

(–∞,0) (0,∞)
sgn y '' – +
y ⋂ ⋃

(–∞,1) (1,3) (3,∞)
sgn y '' + – +
y ⋃ ⋂ ⋃

(0,3π/4) (3π/4,7π/4) (7π/4,2π)
sgn y + – +
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23. a) 1)  . 

    2) Impar, simétrica respecto a ; 

Dom f

OY

= ℜ −{ }0

nno es periódica:  . 

    3) Corta al 

f x x
x

f x+( ) =
+

≠ ( )2
2

π
π

cos

eeje  en ; no corta a .

    4) Va alternando

OX k k OY±( ) ∈π , ,0 �

  el signo:  en ,  en ,  enf f f> ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

>0 0
2

0
2

3
2

0 3, ,π π π π
22 2

0

, ....π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

<        (al contrario para , por ser impx aar). 

    5) Asíntotas: AV: x

x
x

x
x

x

= ⇒
= −∞

→

→

−

+

0 0

0

lim cos

lim cos
xx

= ∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

  ; no tiene asíntotas horizontales ni oblicuas.. 

    6) Monotonía: y xsenx x
x

NUM x gx
DEN en

' cos cot
= − + = ⇒ = −

>2

0
0 ℜℜ −{ }

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 0
 . Usando el teorema de Rolle, dado que  se 

  

f

        anula en  , existen infinitos pun… …− −3
2 2 2

3
2

π π π π, , , ttos  tales que .

    7) Los máximos estarán dond

c f ci i'( ) = 0

ee  sea positiva y lo mínimos donde sea negativa.
    8) C

f
uurvatura:  es impracticable. Hacemos uso del hecho de f '' qque la amplitud va disminuyendo:  

       f f2 1
2

4π
π

π( ) = > ( ) = 11
4π

.

  
    5) No tiene asíntotas de ningún tipo.

    6)  y x' cos= −− ⇒ = ⇒ = ⇒ =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

senx y x senx x' cos ,

,

0
4

5
4

4
2

π π

π

.

    7) Máximo en ;; mínimo en .

    8)  

5
4

2

0

π ,

'' cos ''

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − − = − ⇒ = ⇒y senx x y y ⇒⇒ =x 3
4

7
4

π π, . 

0 2π

2

2−

(0,π/4) (π/4,5π/4) (5π/4,2π)
sgn y' + – +
y C↑ D↓ C↑

(0,3π/4) (3π/4,7π/4) (7π/4,2π)
sgn y' ' – + –
y ⋂ ⋃ ⋂
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24. a)  a f a f
x

f
x

x x

0 1 3
4

0

7
4

0

0 1 0 1
1

1 0 3
4 1

= ( ) = = ( ) =
+( )

= ( ) = −

+( )
=

= =

, ' , '' −− = −

( ) =
+( )

= = ⇒ ( ) ≅
=

3
4

3
8

0 21
16 1

21
16

7
32

1

2

11
4

0

3

, ,

''' ,

a

f
x

a f x
x

    ++ − +

= = = ( ) = = ( ) =
=

x x x

a Sh a f Chx f Shxx

3
8

21
16

0 0 0 1 0

2 3

0 1 0

 .

 b) , ' , '' xx xa f Chx

a Shx x x

a

= =
= = ( ) = =

= ⇒ ≅ +

0 2 0

3

3

0

0 0 0 1

1
3 3

, , ''' ,

! !
     .

 c) == = = ( ) = = ( ) = = = ( ) =
= =

Ch a f Shx f Chx a f Shxx x0 1 0 0 0 1 1 01 0 0 2, ' , '' , , ''' xx

a Chx x
=

=

= ⇒ ≅ +

0

3

2

0

0 1
2

,

!
     .

1 1 1

1 1 1

2

2
  

si

si
b) g x

x x

x x
( ) =

−( ) ∈ −( )
−( ) ∈ −∞ −( ) ∞(

ln , ,

ln , , ,∪ ))

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

= ℜ − ±{ }

 

    1)  . 
    2) Par, simétrica respect

Dom g 1
oo del eje . 

    3)  

OY

g OX
x x

x x
∩ ⇒

− + = ⇒ =
− = ⇒ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

2

2

1 1 0
1 1 0

0 0,(( ) ⇒ ⇒ ( )

= − ⇒

g OY

x

∩ 0 0

1

,

l

.

    4) Signo: 

    5) Asíntotas: AV:  iim lim
x x

g x x g x
→− →

( ) = −∞ = ⇒ ( ) = ∞
1 1

1;  ; no tiene ni asíntotas hoorizontales

      , ni oblicuas: lim ln lim
x x

x m
→±∞ →±

−( ) = ∞ =2 1
∞∞ →±∞

−( )
= ∞

∞
( ) =

−
=

ln
lim

'x
x

ind x
x

L Hôpital

x

2

2

1 2
1

0, pero 

         .

    6) Monotonía:  

n x

g x x
x

en

x
= −( ) = ∞

( ) =
−

ℜ − ±

→±∞
lim ln

'

2

2

1

2
1

11
0 0
0 1

{ } ⇒
= ⇒ =
= ⇒ = ±

⎧
⎨
⎩

NUM x
DEN x

 

    7) Máximo en (0,0). 

    8)     es  en .    y
x

x
en y y'' ''=

− +( )
−( )

ℜ − ±{ } ⇒ < ⇒ ℜ − ±{ }
2 1

1
1 0 1

2

2 2 ∩        

(–∞,–1) (–1,0) (0,1) (1,∞)
sgn g + – + +

(–∞,–1) (–1,0) (0,1) (1,∞)

sgn g'
−
+

= −
+
+

= + −
+

= −
+
+

= +

g D↓ C↑ D↓ C↑



 a)

b)

   .

   

x x x dx x x x k

x x dx

3 2 3
5

4 3 8
5

2

4 7
4

4
3

35
8

9 1

+ +( ) = + + +

− + +( )

∫

== − + + +

− + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − +

∫
− −

x x x k

x
x x dx x x x

3 2

1
2 3

3
9

2

3 2
3

1
4

6 3 2
3

.

   a) ln
22

3

5
1

7 9 8
1

5 7

2

2 2

+ +

+
− + −

−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = − +

∫ x
k

x
x e

x
dx arc tgx senxx

.

  b) cos 99 8

7 2 7 8 1
32

7
8 7 8

e arc x k

x
x x dx tgx x

x + +

− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − +

∫
− −

cos

cos

.

   a)
xx

k

x x x dx x x x x k

x

6

3 2
4 3

2

2
5

3 7 8 4 3
4

7
3

4 4

9

+

− + −( ) = − + − +

+

∫

∫

.

  .

   

b)

a) 55 3
1

45
7

5 3

8 5 9

2
75senx

x
dx x x arc senx k

e
x

x

+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = − + +

− +

∫ cos .

  b) xx dx e x x x k

tg x x x dx

x+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − + + +

+ − +( )
∫ 6 8 5 9

2
6

6 6 5

2

2 1
3

1
2

ln .

   a) == − + +

+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −

∫
− −

6 15
4

2
3

3
7

4 3 6
7

1

43 3

1
2 5

tgx x x k

x x senx dx x
x

.

  b) 44

3 2 5 3 2
6 4 3

3

1 1 1
6 4 3

+ +

+( ) −( ) = − + −( ) = − +

∫ cos x k

x x dx x x x dx x x x

.

   a) −− +

−( ) −( ) = ⇒ ⋅ −( ) =

∫∫ x k

x x dx x x x x dx

.

   b) 4 7 5 7 5 14 4
14

14 7 5 42 3 2 2 3
; '

114
1
4

7 5
7 5

14
7

4 3
4 3 6

2 4
2 4

2
2

·

; '

x k
x

k

x
x

dx x

−( ) + =
−( )

+

+
+( ) =

∫∫ .  

  c) xx x
x

dx x k

x x dx
z x

z

⇒
+

= +( )+

− =
= −

= −

∫∫
7
6

6
4 3

7
6

4 3

5 1 9
1 9

2
2

23

2

ln

'

.

   a)
118

18
5

18
5

18
1

3
1

3

x dx dz
x

x z dz
x

z dz
⇒ =

−

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= ⋅

−
= − =∫∫∫

       == − + =
− −( )

+

+
= + +∫

5
24

5 1 9
24

4
5 8

1
2

5 8

4
3

2
4

3

z k
x

k

x
dx x k

.

  .  

  

b)

c)

ln

33 3
2

2 2x x dx senx kcos = +∫ .
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1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

UNIDAD10. LA INTEGRAL



 a)   2
8 1

8 1

16
16

2
23

2

1
3x

x
dx

z x

z x dx dz
x

x z
+

=
= +

= ⇒ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= ⋅ ⋅−

'
ddz

x
z dz z k

x
k

xe dxx

16
1
8

3
16

3 8 1
16

3

1
3

2
3

2
2

3

2

∫ ∫∫ = = + =
+( )

+

=

−

−

.

    b) −− +

−
−( ) = ⇒

−∫
3
2

3
5 8

5 8 5 3
5

5
5

2
e k

x
senx

dx senx x x

x .

    c) cos ; ' cos cos
ssenx

dx senx k

e dx e kx x

−
= − +

= +

∫∫

∫ + +

8
3
5

5 8

7 7
3

3 4 3 4

ln .

    .

   

a)

 b) 33 3

7
3 5

7
5

3 5

62

e dx e k

x
dx x k

z x x

x x− −= − +

−
= − − +

= + −

∫

∫

.

   .

   

 c)

 a)

ln

44

2 6

5 3
2 3

5
2

5
2

6 42

dx dz
x

x
z

dz
x

z k x x
=

+

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= + ⋅

+( )
= + = + −( ) ln ln ++

= −

=
−

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

−
=− + = −

∫

∫

k

z x

dx dz
x

xe dz
x

e kz z

.

    b)
7 3

6

8
6

4
3

4
2

33

9 9
1

7 3

2

2
e k

e e
dx e

e
dx

z e

dx dz
e

x

x x

x

x

x

x

−

−

+

+
=

+
=

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪∫

.

    c)
⎭⎭⎪
=

+
= + = +

−(

∫∫
9

1
9 9

4 1 4

2

2

z
z

dz
z

arc tgz k arc tge k

sen x x

x·

cos

.

    a) )) = − = − + +∫∫∫ dx sen xdx sen x xdx x x k4 4 4 1
4

4 1
12

42 3cos cos cos

c

.

    b) oos

· ·cos

14 1
2

1
28

14
2

3 1 3 32 2

x dx sen x x k

sen x sen x xd

+ = + +

−( )

∫ .

    c) xx sen x xdx sen x x dx sen x sen x k= − = − +∫∫∫ 2 4 3 53 3 3 3 1
9

3 1
15

3·cos ·cos · .

  a)   cos cos cos cos10 1
2

1
4

10 2 10 1 1
4

202
2x dx x x dx+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= + +( ) =∫
xx x dx

sen x sen x x k

2
2 10 3

2
1

160
20 1

20
20 3

8

+ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

= + + +

∫∫ cos

      == + + +

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
20

5 5 3
40

5 5 3
8

6 1
2

3

2

sen x x sen x x x k

x d

·cos ·cos .

    b) xx
x sent

dx t dt
sen t t dt t=

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= − =∫2

2
12 1 122 2

cos ·
cos · cos ·ddt t dt sen t t k

sent t t k x

= +( ) = + + =

= + + =

∫∫ ∫6 2 1 3 2 6

6 6 3

cos

·cos       11
2

6
2

3 4
2

6
2

2 2

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ + = − + +x arc sen x k x x arc sen x k.

 

363

8.

9.

10.

11.

12.



a)   
u x du xdx

dv e dx v e
x e

x
x

= − ⇒ =

= ⇒ = −
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=
− −( )

−
−

−
2

2
2

2 25 2

2

5 xx
x x

x
xxe dx xe dx

u x du dx

dv e dx v e2
2

2 2
2

2+ =
= ⇒ =

= ⇒ = −
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭

− −
−

−∫ ; 
⎪⎪
=

= − + = − + − ⇒ −( ) =

∫

∫
−

−
− −

−       xe e dx xe e e x dx
x

x
x x

x
2

2
2 2

2 2

2
1
2 2 4

5
ee x x

k

u x du dx
x

dv x dx v x

x− − −( )
+

= ⇒ =

= ⇒ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

∫
2 2

3
4

9 2 2
4

4

.

    b)
ln ⎫⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

= − = − + =
−( )

+∫
x x x dx x x x k

x x
k

4
3

4 4 4

4
1
4 4 16

4 1
16

ln ln ln
.

   c)   
u arc x du arc x

x
dv dx v x

x arc
= ( ) ⇒ = −

−
= ⇒ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

cos cos
cos

2

2

2
1 xx x arc x

x
dx

x arc x
x

dx
u arc x

( ) +
−

−
=

=

∫2

2

2

2
1

1

· cos ;

· cos
cos

 

        
⇒⇒ = −

−

=
−

⇒ = − −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

=− −∫
du dx

x

dv x
x

dx v x
x arc1

1
1

1
2

2
2

2 · cos xx dx

arc x dx x arc x x arc x x

− ⇒

⇒ ( ) = ( ) − − −

∫

∫        cos cos · cos2 2 22 1 2 ++

= ⇒ =
+

= ⇒ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

=

k

u arc tgx du dx
x

dv x dx v x
x
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    a) 1

3

2

2
3

3·· ;arc tgx x
x

dx x
x

dx x x
x

dx
3

1
3 1 1 1

3

2

3

2 2−
+ +

= −
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=∫ ∫ ∫ 

        == − +( )⇒ = − + +( )+∫
x x x arc tgx dx x arc tgx x x k

2
2 2

3 2
2

2
1
2

1
3 6

1
6

1ln · · · ln ..

    b)
u x du dx

x

dv x dx v x

= ⇒ =

= ⇒ = −

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪
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−

−
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ln

5
3

2
33

2

3 xx
x

x dx x
x x

k

e sen xdx Asen xx

2
3
2

3
2

9
4

3 3

23

5
3

23 3

5

+ =− − +

= +

−

∫
ln .

    c) BB x e k

A x Bs

xcos

cos

3

3 3 3

5( ) +

−

∫ . Derivando se obtiene: 

        een x Asen x B x e e sen x
A B
A B

x x3 5 3 5 3 3
3 5 0
5 3 1

5 5+ +( ) = ⇒
+ =
− =

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
⇒cos

         ⇒ = = − ⇒ =
−( )

+∫A B e sen xdx
sen x x e
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34
3

34
3

5 3 3 3
34

5
5

,
cos

.

a))     x x x x
x x

A
x

B
x

A x B x2 2
2 22 1 1 2

2 1 1 1
1 2− + = −( ) ⇒ +

− +
=

−
+
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⇒ −( )+ = + ⇒⇒
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= ⇒ =
= ⇒ =

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
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= − −

−
+∫        

x B
x A

x
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dx x
x
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1 3
2 1

2
2 1

1 3
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    b) x
x x

x
x x x

x
x x

d
2

2

2

2
1

5 4
1

5 1
1 4

1 5
4

1
5 4

−
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−( ) −( )
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−
⇒ −

− +
xx x x k= + −( )+∫ 5 4ln . 
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Adjunto del elemento  aij. Es el menor complementario de
aij precedido del signo + o –, según que la suma i + j sea par
o impar respectivamente. Se expresa de la siguiente forma:
Aij = (–1)i+j. Mij.

Álgebra de derivadas. Conjunto de reglas para derivar las
operaciones de funciones.

Álgebra de límites. Es el conjunto de reglas para el cálculo
de los límites de las operaciones con funciones.

: el límite de una
suma o resta es la suma o resta  de los límites

: el límite de un producto
es el producto de límites.

: el límite de una constante por

una función es igual a la constante por el límite de la función.

: el límite de un cocien- 

cociente es el cociente de límites.

: el límite de una función

elevada a otra es igual al límite de la base elevada al límite
del exponente.

Asíntota. Es la recta a la que se acerca la función cuando no
está acotada en un punto (asíntota vertical), o  la recta a la
que se acerca la función cuando x→±∞ (asíntota horizontal
y asíntota oblicua).

Base. Tres vectores u→1 , u→2 y u→3  no nulos y no coplanarios
forman una base de los vectores del espacio.

Base ortonormal. Es una base de los vectores del espacio
en la que los vectores son perpendiculares entre sí, y todos
tienen  el mismo módulo; módulo que tomamos como unidad
de longitud. La simbolizaremos por { i→,  j→, k→}.

Cambio de variable. Consiste en cambiarle el nombre a la
función cuya derivada aparece, de modo que tras dicho cambio

quede una integral inmediata:                    .

Combinación  lineal de los vectores. Una combinación lineal
de los vectores u→1 , u→2, …,u→n es una expresión del tipo k1 u→1 +
+ k2u→2 + …+ knu→n , donde k1,  k2, …,kn son números reales
llamados coeficientes de la combinación lineal.

Conjunto de vectores linealmente dependiente. Un conjunto
de vectores {u→1 , u→2, u→3 ,...,u→n } es linealmente dependiente si
entre ellos hay alguno que es combinación lineal de los demás.
Por el contrario, un conjunto de vectores es linealmente
independiente si ninguno de ellos se puede expresar como
combinación lineal de los demás. 

Coordenadas cartesianas. Las coordenadas cartesianas de
un punto del espacio son tres números (x1,y1,z1) que lo
identifican y localizan con respecto a un sistema de referencia.

Cota inferior de un conjunto. Un número real N es una cota
inferior de A si a ≥ N, ∀a ∈A.

Cota superior de un conjunto. M es una cota superior de
un conjunto A⊂R si a ≤ M, ∀a∈A.

Creciente. Una función es monótona creciente o simplemente
creciente en x = a cuando f (a + h) ≥ f (a) y f(a --h) ≤ f (a), si
h >0 ⇔ f es creciente en x = a si f ' (a) > 0.

Curvatura.  Una función f es ⋂ (convexa por arriba) en
aquellos intervalos en los que f ''(x) < 0 y ⋃ es (cóncava o
convexa por abajo) en aquellos intervalos en los que f ''(x) >0.

Derivada de la función inversa.

Derivada de una función en un punto.  

Derivación implícita. Una función se llama implícita cuando
no está despejada en términos de la variable independiente.
Para derivarla hay que usar la Regla de la cadena.

Derivación logarítmica. Si 

Derivadas de órdenes superiores o sucesivos. Se obtienen
al derivar la derivada de orden inferior: 
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Desarrollo en serie de Taylor. Polinomio mediante el que
aproximamos el valor de una función. Si es en un punto x = a
se obtiene mediante la fórmula: 

Determinante de una matriz cuadrada de orden dos. Es
el número que resulta del producto de los elementos de la
diagonal principal, menos el producto de los elementos de la
diagonal secundaria.

Determinante de una matriz cuadrada de orden tres. Es
el número que resulta al sumar los productos, de los elementos
de una fila  o columna por sus adjuntos correspondientes. 

Determinante de orden n. Es igual a la suma de los productos
de los elementos de una fila cualquiera por sus adjuntos
correspondientes, que serán determinantes de orden n – 1.

Discontinuidad evitable. (Se evita redefiniendo la función
en ese punto). Existe el límite de la función en el punto
(aparece la indeterminación 0__

0 , que resuelta da un límite finito),
y de ese modo se redefine la función.

Discontinuidad inevitable de salto finito. (Suele darse en
funciones definidas a trozos). Los límites laterales son distintos,
pero ninguno de ellos es infinito. Es decir, la función toma
valores finitos distintos a izquierda y a derecha del punto.

Discontinuidad inevitable de salto infinito. (La función
tendrá asíntotas verticales en los puntos en los que presenta
este tipo de discontinuidad). La función no está acotada en el
punto.

Diferencia de matrices. La diferencia de las matrices (aij) y
–(bij) se obtiene al restar los elementos que ocupan el mismo
lugar en una y otra matriz: (aij) – (bij) = (aij –bij).

Diferencial.  

Distancia entre dos puntos. La distancia entre dos puntos,
A(x1,y1,z1) y B(x2,y2,z2), de R3, es el módulo del vector AB→.
Simbolizando la distancia de A a B como d(A,B), entonces 

Ecuación continua de la recta. Despejando el parámetro  λ
en las ecuaciones paramétricas se llega a las ecuaciones 

continuas:  

Ecuación general del plano. ax+by +cz+d=0. La ecuación
general del plano es única salvo un factor de proporcionalidad.

Ecuaciones implícitas de la recta. Están formadas por las
ecuaciones generales de dos planos cuya intersección es la recta:

a1x+b1y+c1z+d1 = 0{ a2x+b2y+c2z+d2 = 0

Ecuaciones paramétricas del plano, se obtienen conociendo
un punto y dos vectores paralelos al plano:

x = x1 +λv1+μw1

y = y1 +λv2+μw2{ z = z1 +λv3+μw3

Ecuaciones paramétricas de una recta. Las ecuaciones
paramétricas de una recta las obtenemos conociendo un punto 

x = x1 +λv1+μw1

y vector de dirección de la recta y = y1 +λv2+μw2{ z = z1 +λv3+μw3

El rango de una matriz por el método de Gauss. Es el
número de filas de su matriz reducida o escalonada no nulas.

Entorno de un punto b de radio r.

Estrictamente decreciente. Una función f es estrictamente decre-
ciente en x=a cuando

Extremo inferior. Es la mayor de la cotas inferiores.

Extremos relativos. Una función f tiene un punto crítico en
x0 cuando f ' (x0)=0. Es un máximo relativo si f '' (x0)<0 y un
mínimo relativo si  f '' (x0)>0.

El entorno es reducido cuando se excluye el punto: 

Extremo superior. Es la menor de las cotas superiores.

Función continua. Una función f es continua en un punto x=a
cuando 

Función derivada.

Función primitiva o primitiva. F es una función primitiva o
primitiva de f si F' (x) = f (x).
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Haz de planos. El conjunto de todos los planos que contienen
a una recta; tiene de ecuación: 
α (a1x+ b1y+ c1z+ d1) + β (a2x +b2y +c2z+d2) = 0.

Ínfimo. Extremo inferior.

Incógnitas principales. Incógnitas de un sistema lineal cuyos
coeficientes forman el menor no nulo que determina el rango
de la matriz de los coeficientes.

Incógnitas secundarias o parámetros. Incógnitas de un
sistema lineal que no son principales.

Integral casi-inmediata. Nombre que recibe una integral
cuando la función que debemos integrar puede convertirse
de forma sencilla en una integral inmediata.

Integral definida.

Integral indefinida.

Integración por partes. 

Linealmente dependiente. Fila (columna) de una matriz que
se obtiene mediante combinación lineal de otras filas
(columnas)

Linealmente independientes. Filas (columnas) que no se
obtienen mediante combinaciones lineales entre ellas. 

Lugar geométrico. Un lugar geométrico del espacio es un
conjunto de puntos de R3 que cumple ciertas propiedades
geométricas. 

Matrices regulares. Las matrices cuadradas que tienen
inversa se las llama matrices regulares.

Matrices singulares. Las matrices cuadradas que no tienen
inversa se llaman matrices singulares. 

Matriz. Es una disposición en tabla rectangular de m x n de
números reales dispuestos en m filas y n columnas.

Matriz adjunta. Dada una matriz cuadrada A su adjunta se
representa por adj(A), y es la matriz que resulta de sustituir
cada elemento aij de la matriz A por su adjunto correspon-
diente Aij.

Matriz ampliada del sistema. Matriz que resulta al añadir a
la matriz de los coeficientes la columna de los términos
independientes; la designamos por M.

Matriz cuadrada. Matriz en la que el número de filas coincide
con el de columnas.

Matrices de información. Resumen informaciones muy
diversas.

Matriz de los coeficientes del sistema. Matriz formada por
los coeficientes de las incógnitas del sistema. La  designamos
por A. multiplicada por la matriz de las incógnitas X el resultado
es la matriz de los términos independientes B. La igualdad
anterior se simboliza así: A·X = B.

Matriz inversa. Dada una matriz cuadrada A de orden n, no
siempre existe matriz inversa de A, tal que A·B = B·A = In.
La matriz inversa se designa así:  B = A-1.

Matriz inversa por determinantes. La inversa de una matriz
regular A es igual a la transpuesta de su adjunta multiplicada
por el inverso del determinante de A.

Máximo relativo. (Ver extremos relativos).

Menor complementario del elemento aij. Es el determinante
de la matriz de orden dos, que resulta al suprimir en la matriz
de partida A de orden tres, la fila i y la columna j,  a las que
pertenece el elemento aij; se simboliza  por Mij.

Menor de orden h de la matriz A. Es el determinante de una
matriz cuadrada de orden h formada por elementos de h filas
y h columnas de la matriz A. 

Método de Gauss. Se fundamenta en el método de reducción
para tratar sistemas de cualquier número de ecuaciones y de
incógnitas, para obtener un sistema escalonado equivalente
al inicial, que facilita la clasificación y solución en su caso del
sistema objeto de estudio.

Método de la bisección. Método numérico de resolución de
ecuaciones, basado en el teorema de Bolzano.
Método de sustitución (Ver cambio de variable).
Mínimo relativo. (Ver extremos relativos).
Monotonía. Consiste en el estudio del crecimiento y
decrecimiento de una función.

Número e.

Operar con matrices. Las matrices resultado de operar con
matrices de  información dan lugar a nuevas informaciones.

Optimización de funciones. Consiste en buscar los extremos
relativos de las funciones.

Planos bisectores. Los planos bisectores son dos planos
perpendiculares que dividen a los cuatro diedros, que aparecen
en la intersección de planos,  en dos partes iguales.

Plano mediador. Se llama plano mediador de un segmento
AB, al plano que divide perpendicularmente al segmento en
dos partes iguales.
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Potencias de matrices. Como el producto de dos matrices
cuadradas es otra del mismo orden; esto hace que una matriz
se pueda repetir como factor cuantas veces se precise,  dando
lugar a las potencias de matrices, esto es:

AA = A2; AAA =  A3;  ... ; A·A·…n veces ...·A = An.

Producto de matrices. El producto de la matrices Amxn y Bnxp

es otra matriz Cmxp de orden m x p con m filas (las del primar
factor A) y p columnas (las del segundo factor B). El elemento
cij de la matriz producto C es el resultado de multiplicar la fila
i de la matriz A por la columna j de la matriz B consideradas
ambas como matrices fila y columna respectivamente: 

Producto de matrices cuadradas. Las matrices cuadradas
de orden n se multiplican entre sí y el resultado es una matriz
de orden n.

Producto de un número por una matriz. El producto  k(aij)
se obtiene al multiplicar por k cada elemento de A = (aij): k(aij)
= (k.aij).

Producto escalar. El producto escalar de los vectores v→(v1,v2,v3)
y  w→(w1,w2,w3) respecto a la base B = {i, j, k}, y lo simbolizamos
por v→· w→, es el número real:  v→·w→=v1·w1 +v2·w3 +v3·w3

Producto mixto. Producto mixto de tres vectores v→(v1,v2,v3)
, w→(w1,w2,w3) y t→ = (t1, t2, t3), se representa por [v→, w→, t→] es
el número real v→· (w→× t→) que es igual a det(v→, w→, t→).

Producto vectorial. Producto vectorial de los vectores v→(v1,v2,v3)
y w→(w1,w2,w3), se simboliza por v→×w→, es el vector: 

Propiedades de linealidad.

la integral de una suma es igual a la 
suma de las integrales.

la integral del producto de una constante
por una función es igual a la constante por la integral de la
función.

En resumen, 

Punto anguloso. Punto en el que las derivadas laterales son
distintas, pero finitas.

Punto crítico. (Ver extremos relativos).

Punto de inflexión. Una función f tiene un punto de inflexión
en x0 cuando f ''(x0) = 0 y cambia de curvatura en el entorno
del punto x0.

Rango de una matriz. Es el número de sus filas o de sus
columnas linealmente independientes. Si la matriz es A de
orden n y su rango es h con h≤n, se escribe: rango (A) = h.

Rango de una matriz por determinantes. Es el orden del
mayor menor no nulo.

Recta normal.  

Recta tangente.  

Regla de Barrow.

Regla de Cramer. Procedimiento que permite encontrar la
solución de un sistema de n ecuaciones con n incógnitas, si
el determinante  de la matriz de los coeficientes es no nulo.

Regla de la cadena.

Regla de L’Hôpital. Método para la resolución de indetermi-

naciones de las formas                      . Consiste en cambiar en

un cociente el numerador y el denominador por sus respectivas
derivadas, y calcular a continuación el límite. Si vuelve a salir
una indeterminación, se procede de forma análoga hasta que
ésta desaparezca. Puede enunciarse como:  

Resolver problemas. Para resolver un problema mediante álge-
bra se deben seguir los pasos siguientes: lectura comprensiva
del problema, elección de incógnitas, planteo, resolución y
discusión.

Sistema compatible. Sistema que tiene solución.

Sistema con parámetros. Se trata de un sistema en el que
algunos de los coeficientes de las incógnitas o términos
independientes se expresan mediante variables; nos
encontramos en realidad ante el estudio de infinitos sistemas
uno por cada valor del parámetro.

Sistema  determinado. Sistema que tiene una única solución.

Sistema de referencia. Está constituido por un punto O y una
base de los vectores {  i→,  j→, k→ }; a partir de él se pueden
asignar coordenadas a los puntos del espacio.
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Sistemas de ecuaciones matriciales. Sistemas en los que
las variables son matrices. 

Sistemas equivalentes. Aquellos que teniendo el mismo
número de incógnitas ( el número de ecuaciones puede ser
distinto) tienen la misma solución.

Sistema escalonado de m ecuaciones con n incógnitas.
Tiene la forma:

Sistema homogéneo. Sistemas en los que los términos
independien tes bi son todos ceros.

Sistemas incompatibles. Sistemas que no tienen solución.

Sistemas  indeterminados. Sistemas que tienen infinitas
soluciones.

Sistema lineal de m ecuaciones con n incógnitas. Se
escribe de la forma: 

Sistemas no homogéneos. Sistemas en los que algunos de
los términos independientes bj son distintos de cero.

Suma de matrices. La suma de las matrices (aij) y (bij) se
obtiene al sumar los elementos que ocupan el mismo lugar
en una y otra matriz: (aij) + (bij) = (aij + bij).

Supremo. Extremo superior.

Tabla de integrales inmediatas.

Teorema de Bolzano. Si la función f es continua en un
intervalo real [a,b] y sgn f (a) ≠ sgn f (b), entonces existe al
menos un c ∈(a,b) tal que f (c) =0.

Teorema de los valores intermedios. Si la función f es
continua en un intervalo real [a,b y k es un valor comprendido
entre f (a) y f (b), entonces existe al menos un c ∈(a,b) tal que
f (c) =k.

Teorema de Rouché-Frobenius. Teorema que nos da la
condición necesaria y suficiente para que un sistema de m
ecuaciones con n incógnitas tenga solución; esta es que el
rango de la matriz de los coeficientes, A,  coincida con el rango
de la matriz ampliada, M.

Teorema de Weierstrass. Si la función f es continua en un
intervalo real [a,b], Ǝc y Ǝd tales que f (c) es el máximo y f (d)
es el mínimo de f en [a,b], esto es, f (d) ≤ f (x) ≤ f (c) ∀x∈[a,b].

Teorema fundamental del cálculo.

Tetraedro. Un tetraedro es una pirámide triangular, es decir,
un poliedro constituido por cuatro caras y seis aristas. 

Vector de dirección de una recta. Es un vector paralelo a
la recta.
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