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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Prueba inicial (Algebra lineal)

Nombre: Apellidos:

Curso: Grupo: Fecha:

1. Se consideran los polinomios P(x) = 4x® 4+ 4x?> — 3x — 7 y D(x) = x? + 3x. Halla otros dos polinomios C(x) y
R(x) para que se verifique la igualdad P(x) = D(x)C(x) + R(x) con grado(R(x)) < grado(D(x)).

2. Efectua y simplifica el resultado todo lo posible.

2 _ _ 2 _ _ 2
a)l—x l+x 1 1 b)X Xx—2 x*+2x—-8 (x—2)
X X X +1 X +3 (x —2)° x2 -1
3. Resuelve las siguientes ecuaciones polindmicas.
a) 3x—1N)(x+2)=3x—6 b) [x—%][2x+%]:0

4. La ecuacion de segundo grado ax? + bx + ¢ = O tiene sus coeficientes enteros, y sus raices son:

4+7i 4— J7i
X, =—, X, = ———
3 3
Calcula los coeficientes enteros de la ecuacion, a, b y ¢, mas pequefos posibles en valor absoluto.
5. Opera y simplifica todo lo que puedas las siguientes expresiones algebraicas.
2x—1 5bx+2 2x—-3
a . — 12 —-3. —1). b + _
) 3-(2x —1)2—3-(2x — 1) - (2x + 1) ) 3 2 2

6. Se sabe que una de las soluciones de la ecuacion x> — 8x + k = 0 es x, = 2. Determina k y la otra solucién.

7. El polinomio P(x) = x® + ax? + 3x + b es divisible entre (x — 2), y al dividirlo entre (x — 1) su resto es —1.
Halla el valor numérico de P(x) en x = 3.

8. Se tiene un rectangulo de 40 cm de perimetro. Si se reduce el lado menor del rectangulo un 25% y se amplia
el lado mayor un 150%, se obtiene otro rectangulo que tiene 12 cm? mas de area. (Cual es su perimetro?

9. La solucion del sistema de ecuaciones lineales siguiente es S = (—2, 5). Halla los valores de a y b.

3x —2by +26 =0
ax+7y—23=0
Representa e interpreta graficamente el sistema.
Xx—2y+z=0
10. Dos de las soluciones del sistema de ecuaciones {x +y +z =6 son S;=(1,2,3)y S, =(0, 2 4).
X—y+z=2
Calcula otra solucion distinta y trata de expresar cémo serian las infinitas soluciones de dicho sistema.

11. Unos amigos consumen en un bar 3 refrescos y 5 cafés y por ello les cobran 13,50 €. Al dia siguiente piden 4
refrescos y 2 cafés y les cobran 11 €. Un tercer dia piden 5 refrescos y 3 cafés y al cobrarles 15 € reclaman
la cuenta porque no estan conformes. Plantea en términos de algebra lineal el problema vy justifica la reclama-
cién que hacen.
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[ Soluciones ]

1. Se efectua la division entera de polinomios P(x) : D(x) y resulta:
Cociente: C(x) = 4x — 8. Resto: R(x) = 21x — 7.

:
—+x
X

1 _1]:1x2.1+x2. X X =D+ XD) (=D + x?)

1
7_X =
Z.a)[ X+ 1 X X X +1 x2(x +1) X

X
X =x—=2 X +2x-3 (x=2*  (x+10x—2)(x = N(x + 3)(x - 2) _

b) X+3 (x —2)° X2 —1 (x +3)x = Nx + N(x —2)°

3.8) 3x —(x+2) =3x—6 < 3x2+3x—6 =3x —6 < 3x2 = 0 = x = 0 solucién doble.

4 4
4 1 Xx-—2=0 =3
b) |x =3 2x+g=0:> 3 = 1
2x+—-=0 - __
5 % 10
4.Lasumadelasdosrafcesessz4+3\ﬁ’+4_f' :%yel productoP:4+3\ﬁ’.4_?:ﬁ’ :16;7:%_

La forma canonica de la ecuacion x> — mx + n = 0 conduce a: x? — %x + % =0&9x?2 —24x+23=0

2X—1+5X+272X—3_7X+7

5.a)3.-2x -1 =3-2x—1)-2x+1) =—-12x+6 b
) 3 ( ) ( ) - ( ) ) 3 " 1 "

6., +x,=82+x,=8=x, =6, XX, =Kk&2-6=k= k=12

P(2) =0 8+4a+6+b=0 4da+b=-14 a=-3
= & =
P(1) = -1 1+a+3+b=—1 a+b=-5 b=-2

El polinomio es P(x) = x> — 3x* 4+ 3x — 2, y el valor numérico pedido es P(3) = 27 — 27 +9 — 2 = 7.

8. Se denotan por x e y los lados del rectangulo original. Se plantea el sistema:

2x+2y =40 X+y=20 Xty =20_ |x+y=20 _ |x=8cm
%x%y:xy—f—m 9xy = 8xy + 96 xy = 96 x(20 — x) = 96 y =12cm

Los lados del nuevo rectangulo son x' = gx =6cmey' = gy =18 cm, y su

perimetro es 2 - 6 + 2 - 18 = 48 cm. AN v
N
AN
9. La solucién tiene que verificar todas las ecuaciones; por tanto
3:(-2)—2b-5+26=0 10b = 20 b=2
= = N
a-(-2)+7-5-23=0 2a =12 a==6 .
La solucién de un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas representa 1 \\\
las coordenadas del punto de corte de las dos rectas que las ecuaciones AN
determinan. ol 1 X

10. Al restar las dos Ultimas se obtiene 2y = 4 = y = 2.

Sumando las dos ultimas se obtiene 2x + 2z = 8 = x + z = 4. Y como estas dos condiciones también las cumple
la primera ecuacion, todas las soluciones del sistema son de la forma S = (\, 2, 4 —\) para todo X\ € R. Otra solu-
cién podria ser S = (5, 2, —1), si se da el valor 5 al parametro \.

11. Suponiendo que los dos primeros dias hicieran bien las cuentas y llamando x al precio de un refresco e y al precio
de un café, el sistema que refleja el problema es:

3x + 5y =135 12x + 20y = 54 14y = 21 y =15
dx+2y =11 & 112x4+6y =33 & 112x4+6y =33 <1 x=2
5x + 3y =15 5x +3y =15 5x +3y =15 5x +3y =15

La tercera ecuacion no se verifica con los valores de las dos primeras. Luego el sistema es incompatible vy, si las dos
primeras cuentas estan bien hechas, la tercera esta necesariamente mal hecha, de ahi la reclamacion.
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

“ Matrices

CRITERIOS DE EVALUACION

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

A. Utilizar las matrices
en la representacion
e interpretacion de situaciones

que conllevan datos estructurados

en forma de tablas o grafos.

1. Una factoria fabrica dos modelos de coche, My N, en tres termina-
ciones distintas: Berlina, Coupé y Familiar.
Del modelo M produce mensualmente 40 unidades de Berlina, 20 Cou-
pés y 7 en version Familiar, y del modelo N, 30 Berlinas, 12 Coupés
y 7 de la version Familiar.
La version Berlina de cada modelo lleva 120 horas de mecanica y 45
de carroceria; la version Coupé, 110 horas de mecanica y 60 de ca-
rroceria, y la versién Familiar, 95 y 55 horas de mecanica y carroceria
respectivamente.
a) Representa por medio de matrices la informacion anterior.
b) Calcula una matriz que exprese las horas de mecanica y carroceria

empleadas mensualmente para cada uno de los modelos.

B. Realizar sumas y productos

de matrices entre si y por nimeros

reales.

1 -1 O 01 -2 2 -3
2. Dadas las matrices: A =| 2 1 1,B=] 3 1 —1|yC=|1 -1}
calcula: 3 0 -1 -1 1 0 4 -3
a) AC b) C'B c) A2 — B?

C. Realizar operaciones combinadas

con matrices.

Resolver ecuaciones matriciales
sencillas.

3. Calcula una matriz cuadrada X sabiendo que verifica XA? + BA = A% siendo:

0 0 -1 0 0 -2
A= 0 -1 0| B=|] 0 -2 O
-1 0 O -2 0 O

D. Entender el concepto de rango
de una matriz y saber calcularlo
por el método de Gauss.

4. Calcula el rango de la siguiente matriz:

1 2 3 4 5
A_|-2 3 1 1 2
2 4 6 8 10
1 -5 -4 -5 2

E. Calcular el rango de una matriz
que depende de un parametro.

5. Calcula, en funcién de m, el rango de la siguiente matriz:

1 2 1
m 4 m
-1 -m 1—-m

A=

E. Determinar si un conjunto
de vectores fila 0 columna son
linealmente dependientes
o independientes.

6. Dados los vectores de R%: v, = (2,3,4), v, = (2, 1,4) y vs = (1, 3, 2),
se pide:
a) ¢Cuantos hay linealmente independientes entre ellos? ¢Por qué?
b) ¢El vector v, = (2, 1, 3) depende linealmente de {v;, v,, v4}? éPor qué?

G. Determinar si una matriz cuadrada

es 0 no invertible mediante
el calculo de su rango.

H. Calcular la matriz inversa
de una matriz dada a partir
de la definicion o por el método
de Gauss-Jordan.

7. Razona si las siguientes matrices son invertibles y, en caso afirmativo,
halla sus inversas:

11 1 -4 -3 -2
A=|12 1[B=|-1 0 1
13 0 2 3 4

I. Calcular el transformado
de un punto por uno o varios
movimientos.

8. Halla el transformado del punto P(2, 2) por los siguientes movimientos
consecutivos:
a) Un giro de 270° y centro el origen.
b) A continuacién, una traslacion de vector guia (1, —1).
c¢) Por ultimo, una simetria respecto del origen.
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[ Soluciones ]

Me Ca
B CF g0 15
L a)M[4O 20 7] C| 110 60
NL 30 12 7 Fl 95 55
120 45 Me  Ca
b)[40 20 7][110 p :M[7665 3385]
30 12 7| g5 of N| 5585 2455
1 -2
2.a)AC=|9 —-10
2 -6
b)CrB:[q 7 —5]
0 -7 7
6 -10
)AL —B=| 3 —4 7
-3 -3 0
100
3A=1010|=1
00 1
XA2 + BA=A = Xl,+ BA=1I,= X=1,— BA
100 2 00 -1 0 0
X=|010|=-|020|=] 0 -1 0
00 1 00 2 0 0 -1
1 2 3 4 5
a2 3 1 1 2
2 4 6 8 10
1 -5 —4 -5 2
Fy—Fy+2F,
F3—F3—2F 1 2 3 4 5
Fa—F4—H o 7 7 9 12
0 0 0 0 O
0 -7 -7 -9 -3
FyFy 12 3 4 5
Fa—=F3+h 07 7 9 12 -
0000 9| =3
0000 O
1 2 1
5 A= m 4 m
-1 -m 1—-m
1 2 0
C,—C,—C.
3 3 1 m 4 0
-1 —m 2—-m
2 0
Fy—Fy+F,
3 th [ 4 0
0 2-m 2—-m
2—m 0 0
F,—2F,—F,
1 1712 m 4 O
0 2—-m 2—-m

Sim = 2, rg(A) = 1, ya que en ese caso los elementos
de la primera y de la tercera fila son cero.

Sim = 2, rg(A) = 3, ya que en ese caso la matriz es
triangular y tiene todos los elementos de la diagonal prin-
cipal distintos de cero.

6. a) El rango de los vectores v, = (2, 3, 4), v, = (2, 1, 4)
y v, = (1, 3, 2) es igual al rango de la matriz A:

23 4| Pt (2 34
374371

A=|2 1 4| B2 1o 20

13 2 0 30

El rango de dicha matriz es 2, ya que la 2. y 3.2 fi-
las son proporcionales y la primera y segunda no lo
son. Luego hay dos vectores linealmente indepen-
dientes entre ellos.

b) Para determinar si v, = (2, 1, 3) depende linealmen-
te de {v;, v,, v}, basta con comprobar si el rango de
{vy, v, v,} es 2. Para ello se estudia el rango de la

matriz A'.
23 4| PP (2 3 4
A=l21 42231 ,/0 -2 0
213 0 -2 -1
N X
0 0 —1

Luego el rango de esa matriz es 3, ya que es trian-
gular con todos los elementos de la diagonal princi-
pal distintos de cero. Por tanto, v, no depende lineal-
mente de vy, V, Y V.

7. Para determinar si Ay B son invertibles, se calculan sus

rangos.
11 1] RoRTR (11
A=l12 1]|—=23 1,101 0
130 0 2 —1
F2<—>F3
C,~Cy 1 11 o
0 —1 2| que es una matriz triangular
0O 0 1

con elementos no nulos en la diagonal, luego rg(A) = 3
y la matriz A es invertible. Se calcula su inversa por el
método de Gauss-Jordan:

1117100
(All)=]|12 1,0 10
3 0/00 1
Fy—F,y—F,
FAA |11 1] 100
0o 1 0| -1 10
02 -1 -10 1
R—h-F _
A (g0 42
0 0 -1 1 -2 1
fi~hth (100 3 -3 1
F3—>—F3
—— |0 1 0| —1 1 0
00 1] -1 2 —1
3 -3 1
Luego A7 =| 1 1 0|
-1 2 -1
En la matriz B se observa que F, = —F, + 2F;. Por tan-

to, las filas no son linealmente independientes, luego la
matriz no es invertible.

8. a) (2 2)[2 —8]:(2 ~92)

~1) =3
o) (3 —3)[—1 0]:<—3 3)

~3)
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

“ Determinantes

CRITERIOS DE EVALUACION

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

A. Calcular determinantes de

. Calcula los siguientes determinantes:

orden 2. a b sen(a) cos(a) | | log(4) log(4)
b a sen(3) cos(B3) log(2) log(20)
& (Callouley Mmselelie @ (g i Calcula los siguientes determinantes: b o abe
Sarrus, determinantes de orden 3. : 9 12 1 1phlc ab
3 0 — b ¢ a
. a) Calcula, aplicando las propiedades de los determinantes:
2
C. Utilizar las propiedades de los Qat[))z 2bacc ::Z
determinantes en el célculo de obe ¢ 2ac
determinantes de orden mayor o
igual a 3. a’> a bc a® a
b) Demuestra la igualdad: | p2 p ¢cq | =| b3 b2
c® ¢ ab c® c?
. Calcula el rango de las siguientes matrices:
D. Calcular el rango de una matriz 6 0 -1 3 -2 3 0 5
mediante el uso de determinantes. aAA=2 1 -3 1 byp=| 3 2 -1 2 2
1 4 -2 _5 4 —1 0 5 3
3 7 1 7 15

E. Calcular el rango de una matriz
que depende de un parametro.

. a) Calcula, en funcion de x, el valor del siguiente determinante:

1 1 11
-1 x 1 1
-1 -1 x 1
-1 -1 -1 x
b) Calcula, en funcion de x, el rango de la matriz:

11 1

cuadrada es invertible.

1
A—| -1 x 11
-1 -1 x 1
-1 -1 -1 x
10 —1
E Comprobar mediante . Dada la matiz A=| 0 a 3|
determinantes si una matriz 4 1 —a

a) Halla los valores de a para los que la matriz A tiene inversa.
b) Para a = 2, calcula la inversa de A.

G. Utilizar los determinantes para
calcular la inversa de una matriz
cuadrada regular.

. Determina los valores de n para los que la matriz

1 -1 0
A= n n+1 n
2n 2n+1 2n+1

es regular y calcula su inversa, en caso de que exista, para n = 0.

G. Resolver ecuaciones matriciales en
cuyo planteamiento intervienen
matrices regulares de orden menor
oigual a 3.

. Resuelve la ecuacion matricial AX — B + C = 0, siendo

A:[1 3]52[148 2]ycz[1376].
2 1) 1 3 -5 30 2

. Resuelve el sistema de ecuaciones matriciales

, donde A =

2 —1]yg_]0
173]y [1

IX+Y =A
X—-2Y =2B

8 |= Evaluacién




[ Soluciones ]

1.

b
a

a bl=2a -b*=(a+b)a—b) 11 11 ger |1
b 5.a) -1 x 1 1] RhH |0
—1—1 x 1] A+ |0

0

—1-1-1x

sen(a) cos(a)

sen(B) cos(B)

= sen(a)cos(B3) — cos(a)sen(B) =

X+ 1
_ 3
= sen(a — B) =(x+1)
b) Si x = —1, |A] = 0 = rg(A) = 4.
log(4) 109(4) | _ 15g(4) - log(20) — log(4) - log(2) = Six=—1,]A]l =0 = rg(4) < 4.
log(2) log(20)
1 11
:Iogﬂzlog(10)=1 -1 11]=2=0=rg(A) =3
4-2 —1—11
2]1-10 10 —1
2 1 1=-1-3-2=-6 6. |Al=|0a 3|=-a"+4a-3
3 0-1 1 -a
abc . . . a) Sia=10a=3, |A| = 0; luego A no es regular; en
ga b| =& +b°+c® —(cab + bca + abc) = caso contrario si lo es, y, por tanto, tiene inversa.
ca
=a®> + b® + ¢® — 3abc b) Sia=2 |A|l =1
10 —1 -7 -1 2
— -1 _ _
3.a)| ab 2ac 3a b 2c 3a A= 2?_3 - A= 1%_% g
20> bc ab |=abcC|2b ¢ a|=
2bc ¢* 2ac 2b ¢ 2a
123 1 —1 0
= a’b%c?| 9 1 1| = —3a’b*c? 7 |Al=|n n+1 n [=3n+1
212 2n 2n+12n +1
b) | a2 a bc DE 1 | a® a® abc ] 1 ,
B2 bocal = he b® b? bea| = S|n¢—§, |A]=0 = la matriz es regular.
ctcab| ® c® ¢? cab
abe| @ @ 1 a2 a1 Sin=0,|A| =1,y se tiene:
b DS D21 = | b b7
c® c? 1 c® c? 1 1-10 110
A=|0 10|=A"=|0 10
0 11 0-11
4.2)/6 =6=0=r9(A) >2 -1
9 Z 8. AX-B+C=0=AX=B-C=X=A"'B-0C)
—1
X:[1 3] \[148 2]_[13—6]]:
60 _1 2 —1 13-5) (30 2
21 -8 2712787(71772)2 1 3 19 13
14 -2 _|7 7[135 8]: 7
=53=0=rg(A) =3 2 1|(-238-7 41 23
7 7 7
b) _23‘=—13¢0:>rg(A)>2 x—24.8
9. {3X+Y_A 251;2{7)(_2A+2B =2 (A+B)
P X —2Y =2BE&-35 |7Y = A—6B Y:%(A—ﬁB)
3 2-1|=-21=19(A) >3 4 8
4 1 -
X:2[2—1] [ofs]: 7 7
71 =3) "1 1 4 8
-2 3 10 -2 3 15 7 7
3 2-12/_g| 3 2-12|_0= g4 =3
4-1 05| | 4-1 03 o(4) 217
3 7 17 3 7 115 y:1[2— ]_6[0—3]_ 77
7Il1 -3 1 -1 53
7 7
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

“ Sistemas de ecuaciones lineales

CRITERIOS DE EVALUACION

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

A. Resolver sistemas de ecuaciones
lineales por el método de Gauss.

. Resuelve por el método de Gauss los siguientes sistemas de ecua-

ciones lineales:

2x+3y+z=11 X—y+2z—-t=1
a) {x+5y +3z =14 b) 12x +3y —z+t=5
4x —y —4z =3 X—6y+7z—4t=-2

B. Expresar matricialmente un
sistema de ecuaciones lineales vy,
si es posible, resolverlo utilizando
la matriz inversa de la matriz de
coeficientes.

. Expresa matricialmente el siguiente sistema de ecuaciones lineales y

resuélvelo, si es posible, por el método de la matriz inversa:

2X+y—z=-2
3x+4y+2z=2
X+3y+z=-5

C. Resolver, mediante la regla
de Cramer, sistemas
de ecuaciones lineales de tres
ecuaciones con tres incognitas.

. Resuelve por el método de Cramer el siguiente sistema:

X—-y+z=3
2X+y+z=8
—X+2y+z=14

D. Determinar, tanto por Gauss como
aplicando el teorema de Rouché,
la compatibilidad de sistemas de
ecuaciones lineales, y resolverlos
en el caso de ser compatibles.

. Sabiendo que el sistema de ecuaciones representado por la siguiente

ecuacion matricial tiene un nimero infinito de soluciones, halla el va-

lor de k.
2 -1 -9 X 7
y =11
z K

1 2 3
2 1 -3

E. Resolver sistemas homogéneos.

. Halla todos los valores de k para los cuales el siguiente sistema de

ecuaciones tiene soluciones diferentes de (0, 0, 0) y calcula el con-
junto de soluciones.

2x -2y +kz=0
x+z=0
kx +y+z=0

E. Determinar la posicion relativa de
dos rectas en el plano.

. Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas:

o [rx-2v=17 b){s:—x+y—1

rox—y=7 sh—x+y=—1

G. Discutir y resolver sistemas
de ecuaciones lineales
dependientes de un parametro.

. Discute y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

X+y+z=a 3x—y=1
a) {x+(1+a)y+z=2a b) {(”a)”fa_”y—a o) {x+2y =4
x+y+(1+az=0 axt(a+ly=a- x—y=1

H. Plantear y resolver problemas
que den lugar a sistemas
de ecuaciones lineales.

. Una empresa dispone de 27200 € para subvencionar una semana de

estancia en uno de los tres balnearios A, By C a 100 de sus emple-
ados. Tras analizar el numero de solicitudes para cada uno de los bal-
nearios, se ha decidido subvencionar con 400 € a cada uno de los
que acudan al A, con 160 € a los que vayan al By con 200 € a los
que soliciten el C. Si la cantidad total asignada para los que van al
balneario A es cinco veces mayor que la asignada para el B, écuan-
tos empleados van a cada balneario?

10 = Evaluacién




[ Soluciones ]

E1<—>E2
2x+3y +z=11 ?*?:ﬁ1 X+5y+3z=14
1 a) {x+5y+3z=14—3"3 "1 1 7y _57=_17
Ax—y—4z=3 —21y —16z = -53
£y —E,—3E, X+5y+3z=14 x=3
-7y —b5z=-17 = jy =1
-7z =-2 z=2
X—y+27—t=1 ?H?ja X—y4+2z—t=1
b) 12x+3y —z+t=5 s 18 5y —5z+3t=3
X—6y+7z—4t=-2 5y—5z+3t=3
85N+ 2
_ B 5
X=14+y—-2z+1t 345X — 3
—>y_3+52—3t - y:f
5 ,_
t=np
2 1 —1)[x) [-2 x| (2 1 1] -2
2.13 4 1ilyl|=| 2|=|yI|=|3 4 1 2=
13 1) 2 -5 z 13 1) (-5
14
s 5 2] [ 7] |*°
= 2 3 : 20=-7|=1y=-7
5 5 -5 9 z=9
-1 1
1 -1 1 18 =1
3.2 11]=7x=-|8 11 =-1
-1 2 1 7114 2 1
i1 8 ;1 -1 3
y=-|2 8 1=3 z=— 1 8/=7
71-1 14 1 711 2 14

4. Para que el sistema sea compatible indeterminado (infi-
nitas soluciones), es necesario que el rango de la matriz
ampliada sea 2, y para ello se necesita que:

—0=5k-25=0=k=5

NN

—1
2
1

x a N

Por tanto, k = 5.

5. Para que el sistema homogéneo tenga soluciones dis-
tintas de la trivial, debe ser compatible indeterminado, y
para ello se necesita que rg(A) < 3, es decir, |A] = 0.

2 -2 Kk
1 0 1
k 11

=—-k=0=k=0

Si k = 0, el sistema es compatible indeterminado vy, por
tanto, tiene infinitas soluciones, que son:

2x -2y =0 X=X\
X+z=0 :{x_y = 1X = —\
y+Z:O X=-z Z =\

6. Se calculan los rangos de la matriz de coeficientes y la
ampliada:

y

a

) 2 —1 ‘
es compatible determinado y las rectas son secantes.

=3 = 0 = rg(A) = rg(A*) = 2. El sistema

b) | —1

H:O:ﬂg(A):

_1 1‘ =2 = 0 = rg(A*) = 2. El sistema es in-

compatible y las rectas son paralelas.

7 a) |1 1+a 1 |=a
1 1 1+ a
Sia = 0, rg(A) = rg(A*) = 3 = n.° de incognitas. Es
un SCD con solucion x = a, y =1,z = —1.

Si a = 0, es un SCI con las siguientes soluciones:

X+y+z=0 X=-XN—}
X+y+z=0=,1y=Xx

X+y+z=0 Z=qu
oy [1+a a=1] Z 3514
a a—+1
Sia= —%, rg(A) = rg(A*) = 2 = n.° de incognitas.
Es un SCD con solucion x — -2 _1, y = -1
3a+1 3a+ 1

Si a:—lz
3

2, 4, _
3" 73 3 :{%—4y_—1
+

l gy_j —x+2y=—4
3" "3 3
‘244‘:Q 2 —w 920
1 2 1 4

El sistema es incompatible; no tiene solucion.

3
=-3a+15

C)‘3

—wz7¢a
1 2

-1 a
2 4
1 -1 1
Sia=5,rg(A) = 2 = rg(A*) =
SCD con solucion x = 2, y = 1

2 incégnitas. Es un

Sia = 5, rg(A) = 2 = rg(A*) = 3. Es un sistema in-
compatible; no tiene solucion.

8. El enunciado da lugar al siguiente sistema de 3 ecua-
ciones lineales con 3 incognitas, donde X, y, z son el nu-
mero de empleados que van a cada uno de los bal-
nearios A, By C, respectivamente.

Xx+y+2z=100
400x + 160y + 200z = 27200 =
400x = 5 - 160y

xX+y+2z=100 x =40
= 110x + 4y + 52 =680 = jy = 20
x—2y =0 z =140
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Prueba inicial (Geometria)

Nombre: Apellidos:
Curso: Grupo: Fecha:
1. Tomando {7, f} como base de V,, que es una base ortonormal, indica las coordenadas de los vectores repre-
sentados en la figura y calcula sus moédulos.
Y
\ I L,
Y d
&\ N
ol X

2. Se consideran U = (3, —1), v = (—4, 2) y w = (0, —4), vectores libres de V,. Efectia las siguientes operaciones:
a) 20 — 3V + W b) (W) - (v — 2i) C) G-V +V-W—W-ii

3. (Cual es el vector director de la recta que pasa por los puntos A(2, —3) y B(—1, —1)? Escribe las ecuaciones
paramétricas, la general y la explicita de la recta, y determina su pendiente y su ordenada en el origen.

L . X = 4cost - I .

4. La ecuacion en forma parameétrica y = 2sent corresponde a una conica. Elimina el parametro t (para ello ten
en cuenta la propiedad fundamental de trigonometria) y obtén la ecuacion implicita para identificar la conica.
Represéntala graficamente e indica sus elementos caracteristicos.

5. Lasrectasr: x + 3y — 2 =0y s: 2x + 7y — 3 = 0 determinan un angulo.

a) Halla el vértice de dicho angulo.
b) Indica los vectores directores de las dos rectas.
c) Calcula el seno y el coseno del angulo que forman.

6. Justifica que el punto P(—3, 5) pertenece a la bisectriz del angulo determinado por las rectas r: 4x + 3y = 6
ys:3x+ 4y —8=0.

7. Calcula la ecuacion general de la mediatriz del segmento cuyos extremos son los puntos de coordenadas
A(=3, 6) y B(5, 10).

8. Determina razonadamente cuales de los puntos A(11, —4), B(—10, 2), C(2, 6) son interiores a la elipse de ecua-
cién 25x2 + 169y? — 4225 = 0.

9. Identifica y representa el conjunto de puntos del plano X(3 — 2X, 1 + X) con X\ € [—3, 5].

10. Las rectas de ecuacion 3x — 8y + 28 =0, 7x —y — 17 =0, 4x + 7y + 13 = 0 definen un triangulo.
Determina:
a) Las coordenadas de sus vértices.
b) La longitud de sus lados.
c) Su éarea.
d) Las coordenadas del baricentro.
11. Representa el lugar geométrico de los puntos del plano X(1 — t, 4 + t2).
Hay dos puntos de dicho lugar geométrico cuya segunda coordenada es 29; écudl es su primera coordenada?
12. Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto A(2, —5) es el triple de
la distancia al punto B(2, 3). Identifica el lugar geométrico hallado.

12 i Evaluacion




[ Soluciones ]

10.

11.

12.

oy
Il

21 —6] = (2, -6), |a] = +/22 + (-6)* = V40 = 24/10
b=(-3 -4), |bl =25 =5 & =19 2), |¢l =85 d=(3 3), |d =18 =32

a) 20 — 3V +w = 2(3, —1) — 3(—4, 2) + (0, —4) = (6, —2) + (12, —6) + (0, —4) = (18, —12)

b) (3vT/)-(\7—2J):(o, —12) - (=10, 4) = —48 Q) U- VAV - W—W-U=(-14)+(-8)+4=-18
L= s - . x=2-3X\
U=AB=b-a= (-1 -1 —-(2 -3) = (=3, 2). La ecuacion de la recta en forma paramétrica es .
y =-3+2X
En forma general: x=2 y—sz < 2x4+3y+5=0
- - 2 5 . 2 . 5
La ecuacion explicita es y = _§X 3 Por tanto, la pendiente es m = 3 y la ordenada en el origen es n = 3
Se despejan sent y cost: cost = 5, sent = X. Como sen’t + cos?t = 1, se obtiene: Y
2 2 2 5
X +Z 1<:>X—+y—_1SetratadeunaellpsedeeJeSQa_B 2b = 4, SR ERN
4 2 16 4 RECERS X
y como ¢ = /a2 — b2 = J16 — 4 = /12, los focos son F(~/12, 0), F/(—/12, 0).

X+ 3y =2 N x=25 — V(5,-1)
2x+7y =3 y = —1
b) U= (=31, V=(-72)
G-v| | 21+2] 23 ; 529 1
Cc) cosa = |——| = = , sena = ~1—-cos*ax = 1 —— = —
) a7l V1053 /530 530 /530
\4-(—3)+3-5—6\ 3 \3 (-3)+4-5— 8\
d(P,r) = ==, d(P,s)= =. Como la distancia a las dos rectas es la
J4? 4 3 5 V32 44 5
misma, se puede asegurar que P pertenece a la bisectriz.
d(X, A) = d(X,B) = J(x + 3)* + (y —6)° = J(x —5)° + (y — 10’ =
= X2+ 6x+9+y?—12y +36 = x> —10x+ 25+ y? — 20y +100 = 16x+8y —-80 =0« 2x+y —10=0
. Si la ecuacién de la elipse es f(x, y) = 0, los puntos interiores verifican que f(x, y) < 0, y los exteriores, f(x, y) > O.

Con el punto A(11, —4) resulta 25 - (11)> + 169 - (—4)> — 4225 = 1504 > 0. Es exterior.
Con el punto B(—10, 4) resulta 25 - (=10)? 4+ 169 - (2)®> — 4225 = —1049 < 0. Es interior.
Con el punto C(2, 6) resulta 25 - (2)? + 169 - (6)> — 4225 = 1959 > 0. Es exterior.

Y|
Las ecuaciones paramétricas corresponden a un segmento de la recta
X=3-2x cuyos extremos se obtienen para X = —3 = A(9, —2) y para
y = 1 + N 1
X\ =5 = B(~7, 6). 0 X
A
a) Se resuelven los sistemas tomando las ecuaciones de dos en dos: A(2, —3), B(3, 4), C(-5, 1).
b) |AB| = J# +72 = 5 L lacl= JCry 1 47 = . lcBl = &2 + 37 = J73
) S = —IAB AC| = | 1.7)-(4,7) = f|4 449 =2 ¢ g) Baricentro: G 2*2_ 5 =3 +34 1 [o, g]
- 1= — 1 _ Y|
x=1-t :>t_1 X .Paray =29, t=45 = x, = -4, x, = 6. \ /
y =4+t y=44+1=-x2=x>=-2x+5
d(X, A)=3d(X, B)=/(x—2)° +(y +5)° =3/ (x—2)> +(y —3)? = x>+ y* —4x—8y +11=0 0 X

Es una circunferencia de centro C(2, 4) y radio r = 3.
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

“ Vectores en el espacio

CRITERIOS DE EVALUACION r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I
1. En el cubo de la figura M es el punto medio de § G F
D¢—

A. Expresar un vector como Expresa los vectores AF GE FO Y. DM como comblna— ; Eim
G oTTEeton [MEell 6 @hes cion lineal de los vectores g = OA b= OB y d= OD C -/B
vectores dados. .

2. El vector aﬁf (=2, —11, 1) es combinacién lineal de los 0 A

vectores b = (2, =3, 5)yC = (4,1, k). (Cudl es el valor de k?

3. Sabiendo que los vectores 4, v
justifica que los vectores U — V,
pendientes y que los vectores U
independientes.

4. (Para qué valores del parametro k los vectores (1, k, 1), (k, 1, 1)y
(1, 1, k) son linealmente dependientes?

son Imealmente independientes,
Wy w — U son linealmente de-
V-

y—p
%
— W y W + U son linealmente

w
B. Determinar la dependencia o \;
independencia lineal de un

conjunto de vectores.

5. El lado del hexagono regular de la figura mide J3. Cal- F E
Cula los productos escalares AB- AC, AB-BD,BA-BC 4 D
C. Multiplicar escalarmente dos
vectores tanto en la forma y EB - CF. B
geométrica como en la analitica. 6.Si X - X=2X-y=-1yy-y=3 se tienen los vectores

-1 =3
afx+2y b_37<—)7 calcula: & - b,
gulo que forman 3 y b .

7. Halla dos vectores ortogonales a X = (=1, =2, 4)ya y = (1, 1, =2)

D. Determinar condiciones de de mddulo +/20.
ortogonalidad de dos vectores 8. Se consideran los vectores U = (~2k, k 5)y ¥ = (1, 1, —1). Calcula
dependientes de un parametro. el valor del pardmetro k para que los vectores { + o7 y V sean

ortogonales.

9.Halla tres vectores unitarios, ortogonales al vector 8 = (=3, 5, 1), de
modo que los tres tengan distinta direccion. Comprueba que son lineal-
E. Saber hallar el angulo de dos mente dependientes.
vectores y determinar vectores 10. Dados los vectores @ = (—3, 5, 1), b = (2, -3, 5) y ¢ = (4, 1, 1) cal-
ortogonales a uno dado.
cula el angulo que forman las siguientes parejas de vectores: @ y b
avyc, byc a+byc—a

11. Dados los vectores X =(—4, 3,0), ¥y =(1, =3, 3), Z = (5, =2, —1), halla:
a) (Xxy)xZ D) Xx(yxZ) ¢)[X,y,Z] d)|(Xxy)xZ| e)[Xxx(yxZ)
E. Calcular correctamente productos

vectoriales y productos mixtos con 12. Demuestra que (U + V) x (U — V) = U x (—2V) para todo 0, V € V2.
unos vectores conocidos.
13. El producto mixto de los vectores X = (—1,0,3), y = (-2, =3,1), y

Z = (k, 2, —1) es 2009. {Cudl es el valor de k?

14.Con los vectores U = (1, 1, =2) y vV = (2, —1, 0) se determina un es-
pacio vectorial de dimension 2 (plano vectorial V2). Calcula un vector
W que sea base de un espacio vectorial de dimension 1 (recta vecto-
rial V') de manera que los espacios V2y V' sean ortogonales.

G. Aplicar el producto vectorial para Qemugstra que el vector w hallado es ortogonal a todos los vectores
determinar una direccion ortogonal X =N+, (\peR)

al plano vectorial V2 determinado - - - ) ,

por dos vectores. 15. Sean u= (-2, 2, 1),q V= (1, —4,3), vy W= (10, 7, 6). V7 es el espacio
vectorial de base {U, v}. V' es el espacio vectorial de base {w}.

Comprueba que todos los vectores de V2 son ortogonales a los de V.

Demuestra que los espacios vectoriales V2 = {X = ad + 3V} ¥
V' ={y = Xw} son ortogonales.

14 = Evaluacion



[ Soluciones ]

—_— —— -

1. AF=AO+OB+BF=—OA+OB+0OD=—a+b+d

GE—GF+FD+DE =3+ (-b)+a=2i-b

DM = DF + \FB= b+ \(-d) = b - 'd
2 2
9 4 9 2X+4y=-2 x=3
2.x| 3 |+yl1]|=| q1|=1-3x+ty=—11=iy=-2
5 k 1 5x + ky = 1 k=7

3.8) 0 —V)+1(V —w) + 1w — &) =0, luego los vectores

son linealmente dependientes.
b) Si a(d — V) + BV — *)+w(v*v+a)—6=»
(@ 4+ + B —al +(y—Bw
son linealmente independientes, se tiene que

. Como u4,Vvyw

a+~=0
B —a = 0, cuya Unica solucion es la trivial, a = 0,
N-8=0

B =0, v = 0; luego los tres vectores pedidos son li-
nealmente independientes.

—0&3k—K —2=0 —(k—12(k+2)=0

X .
NS
X

Se anula si k = 1 0 k = —2. Para estos valores de K, los
vectores son linealmente dependientes.

5. La longitud de la diagonal AC es igual al doble de la
apotema, es decir, 2 - 3 = 3 vy la longitud de la diagonal
EB es el doble del lado, 2/3.

AB- AC =|AB|-|AC|- cosa = /3 - 3-c0s30° = ~

a-:%:\@-\/g-cosmW:—%

E~5=\/§-3~003900=0

.CF = 24/3- 23 - c0s120° = —6

EB
6. d-b=(X+2)) (38X —J)=3(X-X)+5(X )~ 2 J)=
=3:2+5(-1)-2:3=-5
GA=(%+2)) (+20)= (% %)+ 43 7) + 47 - ) =
=2+4-(-0)+4-3=10
b-b=BX—§)-BX—))=9X-X)—6(X-y)+(V -y)=
=9-2-6:(~1)+3=27 = |p|=+1/b - b =~/27=3/3
003a:ft_7.= e
ap]  Viov27 o 18

7. X xy = (0,2 1) Se normaliza y se multiplica por el mo-
dul

0 deseado.
X%y 220 20
; ;f—ioﬁﬁ +(0,4,2)

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

U+ 2V =(-2k+2k+23)

0=-2k+2+k+2-3=0=k=1

—

(U4 2v)-vV=

. Se hallan tres vectores cualesquiera ortogonales al

vector @ y se normalizan. Por ejemplo:
X=(230),y=(0023),Z=(01-5)

%_[530] Vo[ 148
N VL ZANET I B /B VA TORRNITY
z [ 1 ] Basta comprobar que X, y, Z son
Izl J26'/26 ’
53 0
linealmente dependientes: |10 3|=-15+15=10
01-5
ab —16
cosa = — = ——— = o ~ 116°1'
2] bl 35438
ac -6
cosB = —— = ———= = 3 = 103°50'
el /3518
b-¢ 10
CoSy = —— =—— =~ = 67°31
blle /3818
(C—2a)- (a+b) —15
CosSd = ~ 106°54'
c—ala+bl /6 54
(X xy)x Z = (6, 54, —78)
X x (¥ x Z) = (39, 52, —91)
(X, y, Z] =12
(X x ¥) x 2| = /67 + 542 + (~78)? = /9036
X x (¥ x Z)| = \/39% + 522 + (—91)* = /12506

WO\ + ) = \W-0) + p(W-7) =

luego es ortogonal a todos ellos.

WX = X0+p-0=0

Para comprobarlo se toma un vector cualquiera de V?,
por ejemplo U + 2V = (0, —6,7) y se multiplica escalar-
mente por otro vector de V', por ejemplo,

—3w = (—30,—21,—18).
(0, —6,7)-(—30, —21, —18) = 0 + 126 — 126 = 0

Para demostrarlo, se toma el caso general:

NI+ V) - oaw = Na(d-W) + pa(V-w) =
=MNa)- 0+ (pa)-0=0
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

CRITERIOS DE EVALUACION

“ Planos y rectas en el espacio

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

relativa entre dos rectas, entre
una recta y un plano, y entre dos
o tres planos.

. 1. Determina cuatro puntos, P, P, Py y P, que dividan al segmento de
A. P'Z':lgsun segmento en partes extremos A(7, —3, 8) y B(=8, 2, —2) en cinco partes iguales.
9 ' 2. Si M(3, 5, —1) es el punto medio del segmento AB'y B(10, 6, 3), icudl es A?
3. Los vértices de un triangulo son A(1, 2, 3), B(7, 0, —4) y C(-2, 4, —2).
. Hallar las coordenadas Determina: a) Las coordenadas del punto medio, M, del lado AB.
del baricentro de un triangulo. b) Las coordenadas del baricentro, G, del triangulo.
c) ¢Qué relacion hay entre los vectores CG Y GM?
4. Expresa de forma parameétrica, continua e implicita la ecuacion de la
. Conocer y saber hallar las distintas recta que pasa por el punto A(—2, 3, 1) y tiene la direccion del vec-
ecuaciones de una recta, pasar toru =(1,1,2).
de unas a otras y determinar 5. Dada la recta de ecuacion {X +Y =22 =17 qetermina:
con ellas puntos de la recta 2x—y—-z=-1
y su vector director. a) Sus ecuaciones paramétricas.
b) Las coordenadas de un punto de la recta y de su vector director.
. 6. Calcula la ecuacion general del plano que contiene a los puntos
. Saber determinar un plano A(O -1 5) 8(2 1 _1) y C(1 2 1)
de distintas formas y saber hallar S L X+2 vy
anlcadalcasolsilociaciont 7. Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r: = ) =
=z — 3y al punto P(6, 5, —2).
8. Los vectores directores de un plano son d = (1, =1, 5) y v = (0, 2, —3),
. Hallar la ecuacion de un plano y A(3, 3, 3) es un punto del mismo. Halla el vector normal del plano,
del que se conoce un punto y con él y el punto A, la ecuacion general del plano.
y la direccion del vector normal. 9. Halla la ecuacién del plano que corta perpendicularmente a la recta
r: (1 — X\ 2\, 3 + \) y pasa por el origen de coordenadas.
10. Calcula la longitud del segmento A’B’ que se obtiene al proyectar el
segmento de extremos A(2, —2, 2) y B(—3, 8, —1) sobre el plano
. mwX+y—2z+5=0
Saber hallar proyecciones 1. Halla la proyeccion del punto P(5, 2, 2) sobre la recta
de puntos sobre rectas Yy z-3
y de puntos y rectas sobre planos. rrx+2= 0 = 5
12. Determina las ecuaciones paramétricas de la proyeccion ortogonal del
eje X sobre el plano x — y — 3z — 5 = 0.
13. Halla la ecuacién de la recta paralela a los planos w: 3x — y + z = —4,
o: x +y =0y que pasa por el punto A(5, 4, 3). Expresa la ecua-
. b cion en forma continua.
. Resolver problemas . .
de paralelismo, perpendicularidad 14. Determina la ecuacion de la recta que pasa por P(1, 0, —1) y corta
e interseccion de rectas y planos. X=3-X\
perpendicularmente a la recta s: yy =1+ 2X .
z=-3+X
15. Las rectas de ecuaciones r,; {X ~Y = Z =4 .y —22=—1
Vlx+2y-—z=37 "7 |x-2z=1
se cortan en un punto P. Halla las coordenadas de Py la ecuacion
del plano que contiene a las dos rectas.
. Efectuar el estudio de la posicion _
16. Se considera la recta r: {X tmy+z=1 yelplanom x+7 —z=n.

X+y—z=-2
Estudia su posicion relativa segun los valores de los parametros m 'y
n, es decir:

a) ¢Para qué valores de m se cortan?

b) ¢Para qué valores de my n esta la recta contenida en el plano?
c) ¢Para qué valores de my n son paralelos?

d) ¢Para qué valores de m y n se cortan en el punto P(1, 1, 4)?
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[ Soluciones ]

— — 1— v _
1. OF = OA + EAB 10. El vector normal del plano es w = (1, 1, —1).

X=24+X
rAw):iy=-24+NA=rnm=
) zZ=2-X
0 24+N+F (24N -2 -N+5=0=x=—1
OF =(7,-3,8)+ (~15,5,—10) = (4,—2,6) = P,(4,~2,6) El punto A" es (1, =3, 3).
5 , . 11
. 2 De forma analoga, para B se obtiene X = —— vy
OP2:(7,—3,8)+g(—15,5,—10):(1,—1,4)éP2(1,—1,4) 3
20 13 8 . — 1
Andlogamente, Py(—2, 0, 2) y P,(=5, 1, 0). B[—S, 3 3]- Longitud = |48/l = 5 V1014,
2. X T 10 _ 3= x = —4, y+6 _ 5=y=4 11. Se calcula w(P, U), donde 4 = (1, 0, 2) es el vector di-
2 2 rectorder. m:(1,0,2) - (x =5 y—2,2z—2)=0, es
z+3 — 1= z— —5.El punto es A(—4, 4, —5), decir, m: x + 2z = 9.
2 X=—24+X
=0
_ P=rnm=1’ =X=1= P(-1,05)
3.a)M[1+7,2+0,3 4]:[“‘_1] 734 (
2 2 2 2 X+2z=29
147-2 24044 3-4-2
b)G[ , ) ]_(2|2;_1) Lo {y:OZZO}CU
3 3 3 12. Se halla el plano ¢ que verifica N : y
(o I
o) oG = (4, -2, 1), o = [21 1 ;] la recta pedida es r = w N o.
— — 1 1 x
Luego CG = 2GM. 0:]/0 -1 y|=0=3y—2z=0
0 -8 z
X==-2+X 9 3 ]
.5 =3 +Ni=ly=3+x o FTe_Y=-9_2- ey _a,_pg X5+
_ 1 2 r y T U=y =X
z=1+2X 3y—z=0
z = 3X
En forma implicita: 1¥ —Y = -5
2x—z=-5 - - -
i j ok
) ) 13. Vector director: 4 = |3 _1 1| = (=1, 1, 4)
5. a) Se suman las ecuaciones y se obtiene: y 0
N p 7 X=2+X
X -2z = _ _ _
Y =1y =5+X larecta es: p: X =2 - ¥ =4 _2-3
3x—-3z=6 1 1 4
Z=X
b) A(2,5,0),d = (1,1, 1) 14. Un punto genérico de s es A(3 — X\, 1 + 2\, =3 + \)
. . y tiene que cumplirse que U L AP, donde A es la pro-
6.0 =AB = (2, 2, —6) Vv = AC = (1, 3, —4). yeccion de P sobre la recta; por tanto,
2 1 x _ _ 1
El plano pedido es w(A, G, v):| 2 3 y+1| =0 (=1.2.1) - (=2 + X _2>\’2_>\)_0:>>\_§'
-6 -4 z-5
Operando, 10x + 2y + 4z =18 & 5x + y + 2z = 9. La proyeccion de P sobre la recta es P’[g, g —2] y la
7. A(-2, 0, 3) pertenece a la recta y al plano. recta buscada es la que pasa por Py P/, es decir,
(1 sl =1 — ).
|5 & x-8 r( 4o )
«(P, U, AP):| =2 5 y —5| = 0. Desarrollando, resul- 5. P=r,Nr,=(13 11, 6)
1 -5 z42
ta 5x 4+ 33y + 41z = 113, 3 2 x-13
|2 2 y—-11|=0&y—-22+1=0
7 7 K 11 z-6
8. w=0xvV=|1 -1 5|=(732)
0 2 -3 1 m 1 1

W-AX =0=(-7,32) - (x—3 y—3 z-23) =0 16. Hallando el rango de la matriz

11 -1 —2]seob—
17 -1 n

tiene: rg(M) = rg(M*) = 3 para todo m y n. Se cortan
para cualquier valor de my n.

y se obtiene —7x + 3y + 2 = —6.

9. w = (-1, 2, 1)y como pasa por O(0, 0, 0), la ecuacién
pedida es —x + 2y + z = 0. Se cortan en P(1, 1, 4) para m = -4y n = 4.
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

CRITERIOS DE EVALUACION

“n Propiedades métricas

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

coordenadas de sus vértices.

1. Halla el valor del pardmetro k para que los vectores 4 = (2, -2, —1) y
v = (1, k, 2k + 1): a) Tengan la misma direccion b) Sean ortogonales
¢) Formen un &ngulo de 120°
Hallar el angulo que determinan 2. Calcula los tres angulos del triangulo de vértices A(2, 0, 1), B(4, -2, 2)
dos vectores y el angulo entre y C(5 4, 1). X—2y+5=0
dos rectas. 3. Determina el angulo que definen las rectas r: {x+zyf1 7_0 y
X=-3+t
Siiy=2 .
z=2+t
4. El plano w: 3x — 2y 4+ 6z — 12 = 0 determina con los tres planos de
coordenadas un tetraedro de vértices O, A, By C. De los seis angu-
los diedros del tetraedro, tres son rectos. Calcula la medida de los otros
tres angulos diedros.
. Hallar el angulo que determinan X 1 z-9
dos planos secantes y el angulo 5. larectar ==Y *T1_ cortaalosplanos m:x+y+z=0y
entre recta y plano. -2 5
0:3y —4z=1.
a) Justifica que los corta hallando el angulo que forma con cada uno.
b) ¢Cuél es la medida del angulo diedro que forman los planos?
c¢) Calcula el angulo que forma la recta r con la recta s = © N o.
x=2
6. Se consideran el punto P(1, 0, 7), la recta r: iy =X y el plano
z=1-X\
Efectuar proyecciones de puntos T 2X + y + z = 3. Halla las coordenadas de los puntos P, y P, que
’ sobre rectas y planos se obtienen al proyectar ortogonalmente el punto P sobre la recta y el
' plano, respectivamente.
7. Determina la longitud del segmento A’B’ que se obtiene al proyectar
ortogonalmente el segmento de extremos A(3, 1, —4) y B(0, —1, 1)
sobre el plano m: x + 2y — 2z + 4 = 0.
- 8. Dada larectar: (1 +t —2 + 3t 3) y el plano w: 3x — y + 2z = 4, halla:
: gSIELrJ]ErrIactfgt:dzr%%crglm lano a) La posicion relativa de la recta y el plano.
determi ed P b) La distancia de la recta al plano.
eterminado. ¢) La ecuacién de la recta r’, proyeccion ortogonal de r sobre el plano .
: Cix =2y =1 _ .
9. Se considera la recta r: {3y A y el punto P(1, 0, —1). Halla:
a) El punto de la recta r mas cercano a P.
; ; b) La distancia del punto P a la recta r.
. Hallar la distancia entre c) La recta que corta perpendicularmente a r y pasa por P.
dos puntos, entre punto y recta,
punto y plano, rectas y planos V45-0 X=-3+t
paralelos, y rectas que se cruzan. 10. Halla la distancia entre las rectas r: X ~4Y +°= ySijy=2
X+z—-1=0 z=24t
1. Justifica que la recta r: ;i)z/ - g Vel plano m x + 2y +z+5=0
son paralelos y halla la distancia entre ambos.
12. Los puntos A(1, 3, —1) y B(3, 7, —3) son vértices de un triangulo de
area S = E y el tercer vértice C pertenece a la recta de ecua-
Calcular el area de un triangulo o 7 . -
y el volumen de un tetraedro cion r: x = y = z. Determina las coordenadas del vertice C.
cuando se conocen las 13. Los pUﬂtOS A(1, 1, 1), 8(1, 1, —1), C(1, -1, 1) y D(—1, 1, 1) son los

vértices de un tetraedro.

a) Comprueba gue no son coplanarios.

b) Halla el volumen del tetraedro.

c) Calcula el area de cada una de sus caras.

18 = Evaluacién




[ Soluciones ]

LS

1

2 -2 -1
b)d -v =0= (2 -2, —1)- (1, k 2k + 1) =
:>272k72k71:oz>k:%

0 =

c) i v = ldllvlcos120° = 19k — 68k — 14 = 0 =

L _68= /5688
38
Para k, = 68 5688, el angulo es de 60°.
Para k, — 20+ V9088 _ 377 se obtiene 120°.
38
.AB = (2, -2, 1), AC = (3, 4,0), BC = (1, 6, —1)
cos A AB AC _6-8__2 = A~ 97° 40/
‘ABHAC‘ 3.5 15
cos B = Bii: -1 L B~s330
BAlBC|] 338
C ~ 28° 50/

. Los vectores directores son 4 = (-2, —1,2)yv = (1,0, 1);

a-vl o
cosat = =—==0= o = 90°
dllvl  3J2

. Los vectores normales de los planos XY, XZ e YZ son,
respectivamente, kK = (0,0,1)y j = (0,1,0)y i = (1,0, 0),
el del plano &, w = (3, -2, 6).

w-kl e s

. a)

cosa = — = — === a~ 31°0 10"
wilkl 717
cosg = W @:géﬁz73°23’54”
‘W‘I‘ 71 7
cos~ = W'i‘zﬂzgﬁwz64°37’23”
wllil 717
Los vectores normales de los planos son w = (1, 1, 1)
y v = (0, 3, —4). El vector director de la recta es
U = (=2, 5, 14). Los angulos son:
sena = o0l T e s e
wilal  15v3
enB:‘V’u‘:ﬂ:>B%33°8/¢OO
illal 75

No es paralela a los planos, luego los corta.

w-vl
b) cosd = = ¢ ~ 83° 22/ 9
|Vl 543
c) Vector director de s: w x Vv =§ = (—7, 4, 3).
G878 sae sar s
allsl 15774

6. Punto de r: A(2, \, 1 — \), AP =

10.

11.

12.

13.

(=1, =\, 6 + N).
Vector director de r: G = (0, 1, —1) y como 4 - AP =
=0=-22-6=0=X= -3 = P,(2 -3, 4).

Se toma la recta s(P, w) L =y su interseccién da la
proyeccion: (x =1 +2u, y=w, 2=7 + p} N

Al resolver se obtiene p = —1 = P,(—1, —1, 6).

—

. Proyeccion de A:

X=3+X
y =1+2) Ly 19 A,[1o_25_2]
z=—4-2x 9 9° 9" 9
X+2y —2z+4
B’esB,yaqueBEw;‘ﬁ|:%u
.a)d=(1,30,w=(3 —-1,2).Comou-w =0, la rec-
ta es paralela al plano.
b)d(r,ﬂ):d(A,ﬂ):‘3+2+6_4‘ V1 1\/4u
VO+1+4 14
c) Se halla o L mconrC o:
0:3x —y—524+10=0
3 27 — 4 X =2
P=nno (X" YyYtez= = 1y = 3\
3x -y —-5z=-10 R

a) Punto genérico de r: P'(1 + 2X\, \, =2 — 3)), luego

PP Ld=PP - G=0=xe-—S =
P,[s 3 19]

14 14" 14
b) d(P, 1) = |PP| = i\/m U
(6, 3, 5) y se obtiene

c) Se toma ¥V = —14pp =

s(P, V) = (1 + 6p, 3p, —1 + 5p).
_.’ _.’ A_B' B
d(r, S) _ HU 4 ” ‘ 4‘ _ g\/E u
Gxvl P 3

—

u=(-1,1-1),A(5,06),w =(1,21).Como i -w =0,

5+6+5 16

son paralelos. d(r, = d(a, =—F—="F7=u
p (r, m) (a, m) m \/g
COMNN, AB = (2,4, -2), AC = (\— 1, \=3, X+ 1),

~ Y128 x ac| #P:1\/56>\2—16>\+8 N
2 7 2

%:1;30[111]

7 777
L 0 0 x-—1
a) m(A; AB, AC):| 0 =2 y—1|=0=x-1=0
-2 0 z-1
Como D ¢ =, no son coplanarios.
0O 0 -2
1—= — — 1 8 4
b) V=-|AB, AC, ADl=~| 0 —2 o|=>=2
6 62 0o o 3

©) Spc = %lA_/-é x AC| = %\(—4, 0,0) =2

Igualmente, Sy = Sucp = 2, Spep = 24/3 U2
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

“ Lugares geométricos en el espacio

CRITERIOS DE EVALUACION r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I
1. Escribe las ecuaciones parametricas y la ecuacion implicita de la cir-
cunferencia de centro C(2, —3) y radio r = 5. Halla los puntos de la
A. Escribir las ecuaciones misma que se obtienen al tomar como valores del parametro en las
parametricas de cualquier conica ecuaciones paramétricas t = 0, t = S—W t=m t = 3—“ L
en el plano. 4 2 3
2. Escribe las ecuaciones paramétricas e implicita de la elipse de focos
F(—1, —=1) y F’'(=1, 3) y eje mayor 2a = 6.
— / 2
3. Las ecuaciones paramétricas ixg 1+tsen t corresponden a una
- =2sen

. Expresar la ecuacion de una y ;
conica en forma implicita cuando parte de la conica de ecuacion {X_z“H'k . Escribe la ecuacién
Se conoce su ecuacion =2k
paramétrica, y viceversa. inplicita de la conica, identifica de qué coénica se trata y efectua la re-

presentacion grafica correspondiente a la parte que definen las prime-
ras ecuaciones parameétricas.

4. |dentifica la superficie que definen las ecuaciones paramétricas siguientes
e indica un punto de cada una:

. Calcular puntos y hallar la X=2—-t+2s X=2—-t+2s X = 5cosasenf
ecuacion en forma implicita Spy=-5+t+s, Sy =-54+t-2s §;: 1y =5cosacosf
de curvas y superficies z=3t-s z=3+2t—14s z =3+ 5sena
en el espacio, dadas mediante sus
ecuaciones parameétricas. X =—-2+t

5. Halla las ecuaciones implicitas de la curva {y = t? y determina
tres de sus puntos. z =2t
. -, 6. Determina los ejes y los vértices del elipsoide de ecuacion

. Determinar la ecuacion X2+ y?+ 472 =16
de cuadrllcas s.encnlas.(ehpsmde, ¢Qué curva se obtiene al cortar el elipsoide por el plano x = 0?
paraboloide, hiperboloide). ¢Y si es cortado por el plano z = 0?

7. Los puntos A(7, —2,5)y B(—1, —4, 1) son los extremos de un didmetro
de una superficie esférica. Escribe sus ecuaciones paramétricas e im-

. Hallar la ecuacion de la superficie plicita.
esr];ed”iga;gpeonﬁfsngg: Cr?rc]itig)metro 8. Una superficie esférica pasa por los puntos A(0, 0, 2), B(0, 2, 0), C(2, 0, 0)
y ' u ' y D(4, 4, 4). Calcula su ecuacion implicita y determina su centro y su
centro y recta o plano tangente, radio
cuatro puntos no coplanarios. '

9. Escribe la ecuacion de la superficie esférica de centro C(1, 0, —1) tan-
gente a larecta r: (14 X\, 2\, 5 — 2)\).
L?JTEEE? u?:d?sgergﬂﬁ ;ajferlca, 10. Se considera la  superficie  esférica de  ecuacion
ecuacion gn cualquri)era x2+y?+42° —4x+6y+2z—2=0, determina: su centro, su radio, sus
de sus formas. ecuaciones parametricas y el volumen de la esfera que delimita.
11. Dado el plano de ecuacion «:2x —2y —z+ 3 =0, y el punto

. Resolver problemas de incidencia, C(5, 0, 1), determina:
tangencia, interseccion y posicion a) La ecuacioén de la superficie esférica de centro C y tangente al plano.
relativa con superficies esfericas. b) La ecuacion de otro plano distinto y paralelo a = que también sea

tangente a la superficie esférica.

. Calculari las epgacione§ de. 12. Calcula las ecuaciones paramétricas de la superficie que se obtienen
superficies conicas, cilindricas,
de traslacion, de revolucion . x=vy? ,

y cuadricas en las coordenadas al girar la curva C : {y _ " alrededor del eje Z
apropiadas en cada caso
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L {x:2+5<:ost L (Xx— 20+ (y+3) =25

y =-3+5sent

4 —52 —6+5V2
Puntos: P,(7, —3), PQ[ ’ \/— +2 \/_] P4(—3, —3),
P2 -8y |2, —6-5V3]
2 2
2. Centro C(—1, 1). 4
Semiejes: a = 3, b = J5.
2 Y 1
Ec. implicita: (x +1) + v 5 ) =1 N X

X = —1+\/§sent

Ecs. paramétricas:
y = 14 3cost

2 2 2 2
3. {x =4 4 4k :>X2:4+y2:>%_y7:1. Se trata

y2 — 4k2

de una hipérbola equilatera centrada en Y

el origen. Como —1<sent <1y

[Iy

—1 < cost < 1, resulta que

—2J2 < x <2J2 y que / S

-2<y<2.

4. S, corresponde al plano de ecuacion implicita
4x —by +3z—-33 =0.

S, es una recta, ya que con el cambio k = 5 — 2s se

x=2-Kk
tiene S,: i y = —5 + k, es decir, {;“Ly___;’.
z =23+ 2 X+z=

S, es una superficie esférica de centro C(0, 0, 3), radio
5y ecuacion implicita x> + y? + (z — 3)?> = 25. Para ha-
llar un punto de cada una, se igualan a O los parame-
tros: P,(2, —5, 0), P,(2, —5, 3) y P4(0, 5, 3).

5. Se despeja t = x + 2 y se sustituye:
y =(x+2)? N X2 +4x—y+4=0
z=2(x+2) 2x—z+4=0

Tomando t =0,t= 1y t= 2 se obtienen:
A(=2,0,0), B(—1,1,2) y C(O, 4, 4).

2 2 2
6. = 4+ L Z _ 1 Ees:2a=8 2b=8 2 = 4.
42 42 4
Veértices: A(4, 0, 0), A’'(—4, 0, 0), B(0, 4, 0), B’(0, —4, 0),
C(0, 0, 2) y C(0, 0, —2).

y2 Z2
Six:O:%4—7:1,elipsedeeje52b:8,2c:4.

Si z=0= x*>+ y? =16, circunferencia de radio 4.

7. Centro: C 7_1, _2_4, S+1
2 2 2

= (3 -3, 3)

Radio: 1 = [AC] = A7 + (-7 + (-2F = /21

Ecuacion implicita: (x —3)% + (y + 3)? + (z — 3)* = 21

X=3+ \/ECOSOLCOSB
Ecuaciones paramétricas: jy = —3 + \/Eco&xsenﬁ
z=3+ \/Esenu

8. x*+y?+ 2>+ Ax+ By + Cz+ D = 0. Sustituyendo los
puntos se obtiene:

2C+D=-4 A=-22/5
2B4+D=-4 B=-22/5
2A+D=-4 C=-22/5
4A+4B+4C+ D =—-12 D=241/5

x2+y2+22—gx—gy 2,424 _
5

2
Centro Mu, u,u,radior: 3| _ﬁ:g\/g_
5 5 5 5

JXZE‘ [A~2 _ 2 2

\G\ JP 2 (-2

Ecuacion: (x =12 +y? +(z+ 12 =20

10.Centro C(2, —3, —1), radio 4, volumen ?ﬂ_

X = 2+ 4cosacosf3
y = —3 + 4cosasenf
z=—-1+4sena

Ecuaciones paramétricas:

\10—1+3\_
Ja+ 441

a) (x =52 +y*+(z-1)*=16
b) El plano buscado es

11 Radio R = d(C,7) =

R:\10—1+D\ D,=3

d(C,0)= D, __of

:4:>9+D:12:>{

luego 6 :2x — 2y —z—-21=0

12.La curva es C : {tQ, t, t}, luego las ecuaciones paramé-
tricas de la superficie de revolucién son:
Xx = t?coss — tsens

y = t?sens + tcoss
z =t
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Prueba inicial (Analisis matematico)

Nombre: Apellidos:
Curso: Grupo: Fecha:
1. La arista de la base de un prisma recto de base cuadrada mide x cm y las aristas laterales son el triple de las
aristas de la base.
a) Escribe la funcion que permite calcular el area lateral del prisma cuando se conoce x.
b) Escribe la funcion que determina el area total del prisma.
c) Expresa el volumen del prisma en funcion de x.
d) Calcula el area lateral, total y volumen del prisma (con las condiciones anteriores) si la arista de la base mide
5cm.
X .
= si x es par
2. Se considera la funcién de variable natural f(x) = 2 ] . Calcula los siguientes valores:
X+ si  x es impar
a) f(56) b) f(101) c) (fo fof)(422) d) (fofofofofofof)x)sib0o<x< 128
3. Calcula el dominio de las funciones de variable real:
a) f(x) = x* — 4 b) g(x) = 2";22 ¢) h(x) = /8 — 3x d) k(x) = /sen(x)
X2 —x —
4. Se consideran las funciones f(x) = x> — 4, g(x) = 3 y h(x) = </x. Efectta las siguientes operaciones con
ellas: X+4
a) (f + g)(—1) c) (f o g)(2) e) (h o 1)(3) 9) (9 - Hx) i) (f e h)x)
b) (h - 1)(4) d) (g  h)(9) f) (f+ 9)x) h) (g ° f)(x)
5. La gréafica representada corresponde a una funcién f(x). {Cudl es su dominio? ¢Qué re- Y
corrido tiene? Representa, razonadamente, las graficas de las funciones:
a) —f(x) b) 2 - f(x) c) 2 + f(x) d) f(x + 2) e) f(—x) N
6. Los cortes con los ejes de una funcion polinémica de segundo grado f(x) = ax® + bx + ¢ 7 i
son A(1, 0), B(5, 0) y C(0, 3). Halla sus coeficientes y determina las coordenadas del
vértice.
7. Se considera la funcion f(x) = x2 Calcula:
a) f(3) — f(1) b) f(1,4) — f(1) o) f(1,02) — f(1) d) f(1+ h) — f(1) e) lim f(1+ h) — f(1)
3—-1 1,4 —1 1,02 —1 (1+ h) —1 h=0 (14 h) —1
X+ 4 si 6B6<x< -2
8. Representa graficamente la funcién f(x) = j|x| si —2 < x <2 e indica su dominio, recorrido, maximos
—Xx+4 si 2<x<6
y minimos relativos e intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
9. Justifica si las siguientes parejas de funciones son iguales o no:
3
a) f(x) = Vx* y gx) = x c) f(x) = Iog[; + x] y g(x) = log(x + 3) — log(2 — x)
—2x — 10 V—2x —10
b) f(x) = x* —x — 2y g(x) = (x + 1)(x — 2) d) f(x) = \|[——F— VY 9lx) = —F—~—
x—2 Vx =2
10. Determina los siguientes limites de sucesiones:
n n—1 n n
a) lim| 127 b) lim| 2" o) lim|14+ 1 d) lim| 20+ 1
n 2+3n n 2n
11. Halla los siguientes limites de funciones:
2 2 — 2 __
a) lim| == b) lim [ E3X+2 c) lim Vx=3 d) fim | X2=1
=1 x — 1 =20 x2—4 =3 x—3 x=0t| X
12. Halla el valor de k para que la funcion f(x) = Sx+2 S! X<2 sea continua.
k—5x si x>2
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[ Soluciones ]

10.

11.

12.

. a) (56) = S = b) f(101) =

ca) (=) =f(-1)+g(-1)=(-8)+1=-2 1) (f+ g)(x) = f(x) + glx) = (* — 4) +

. Dominio: D = [—6, 4]. Recorrido: R = [-2, 2]. 4

4. (x-3x) =12x>cm?  ¢) V(x) = x> - 3x = 3x?> cm®
2x2 4+ 12x% + 14x?> cm?  d) A,(5)=12-52=300 cm? A;(5)=14-52=350 cm? V(5)=3-5°=375 cm®

56 51 ) (fo fo f)(422) = F(F(F(422))) = F(F(211)) = F(106) = 53

d) La funcion f es no creciente, luego el mayor valor se obtiene para x = 128 y el menor para x = 50. Se calcula:

(fofofofofofof)(128) = FF(F(F(F(f(f(128))))))) = Ff(F(f(f(f(f(64)))))) = .. = f(f(4)) = f(2) = 1
(fofofofofofof)(50)= f(FF(F(f(f(f(50)))))) = f(f(f(f(f(f(25)))))) = f(F(f(f(f(13)))) = .. = f(f(2)) = f(1) =1
Luego la funcién es (fo fo fo fo f o fo f)(x) = 1 constantemente en 50 < x < 128.

. a) D(f) = R = (—o0, +00) ¢) D(h)={xe R/8—3x>0}—{xeR/x<§}: oo 2‘

b) D(g)={x€R/x2—Xx—2=0}=(—00, —1)U(~1, 2)U(2, +o0) d) D(k) = {x€ R/senx>0}=[2kr, (2k+ 1)x] Vke Z

3  x*+4x°—4x-13

X+4 X+4
3x2 —12
b) (h- N(4) = h(4) - f(4) =212 =24 g)(g- NK) = gb) - () =
X+ 4
o) (f o 9)2) = f(g(2) = f[;] =14 hy (g N = g = gt — 4) = 2
4 4 X
9 (9 > MO) = 9(h(®)) = 9(3) = > ) (e M = f(h0)) = F(Vx) = x — 4
e) (ho 1)(3) =+/5
. Dominio: D = [0, 4]. Recorrido: R = [1, 4].

Y . Y X Y ) Y Y

e . . F(xr2) . f=X)

to] X . . -

S o X o X o X R

3 18

. Raices: x;, = 1, x, = 5 = f(x) = a(x — 1)(x — 5). Pasa por (0, 3) = 3 = ba = a:% Por tanto, f(x) = gx f€x+3

)4 b)24 o 202 o AHMN=FO _Q+h*—1_hm+2n _, g f0E0) = F0)
(1+h) -1 h h n-0 (14 h) — 1

= /I7|Lr3)(2+h) =2

Max. relativos: M,(=2, 2) y M,(2, 2). _
Min. relativos: m;(—=6, —2), m,(0, 0) y m,(6, —2). 5 ¥
Crecimiento: (=6, —2) U (0, 2).
Decrecimiento: (-2, 0) U (2, 6).

.a) f(x) = NI x| = g(x) = x c) f(x) = log ;i_i = g(x) = log(x + 3) — log(2 — x)
b) f(X) = X% —x— 2= g(X) = (x+ 1)(x—2) d) f(x) = ‘ix_‘;O = gx) = 7%) pues D(f) = [-5, 2) = D(g) =
a) +oo b) O, porque 0 < % <1 c) e d) Je

il X1 e (= DO 1) X =VB) Vx -3 1
S e R e R L. o Rl e v R
b) lim | XT3 2|y D) @ im |

=2 x? -4 —2(x —2) 4 e ot
|irT21_f(x) = IirT21+f(x) =f(x)=8=k—-10= k =18
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

CRITERIOS DE EVALUACION

“ n Limites de sucesiones y de funciones

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

. Resolver indeterminaciones por

infinitésimos equivalentes.

1. Demuestra que la sucesién a, = M es monotona y esta acotada.
n -+
A. Saber estt{q'ar la monotonia de Determina la menor de las cotas superiores y la mayor de las inferiores.
una sucesion y determinar sus
A q 2
cotas si fas tuviera. 2. Estudia la monotonia y las cotas de la sucesion a, = 5 n ;
n —
¢A partir de qué término los siguientes son mayores que k = 20000007
3. Calcula los limites de las sucesiones racionales:

. Conocer y aplicar correctamente a)a, = w b)b, =(-1)"- 7=3n c)c, = (-1 1+ 22
los métodos para resolver las 3-2n+n 3—2n S5+n
indeterminaciones que surgen en 4. Calcula los siguientes limites de sucesiones:
las sucesiones. 5 5041 340 5n+1

i n ' n
a) lim (n —Jn* + 4n) b) lm + c) lim +
n—o0 n—oo( 2n —1 n—oe| 20 —1
- 2n+7 .
5. Demuestra que la sucesion a, = ] converge y que su limite es 2.
» n+

. Clasificar correctamente las ¢A partir de qué término de la sucesion se verifica que |a,— 2| <0,000001?
sucesiones convergentes,
divergentes y oscilantes. ) . L n?+n n*+5 .

9 ’ 6. Determina si la sucesion a, = tn_omt es convergente o di-
2n—1  2n+1
vergente y calcula, en su caso, su limite.
7. Calcula los limites laterales en x = 1 de las siguientes funciones y de-
cide si existe 0 no su limite en ese punto.
. 2 3

. Obtener los limites laterales de a) f(x) = | 3X—8 s x<i ) g =2+ "1 o hx)=eis
una funcion en un punto y x> +ax si x>1 [x —1|
determinar la existencia o no : . . . . -
SisEr e 6 e, 8. ¢Para qué valores del parametro k existe el limite en x = 2 de la funcion

2y B2 ;
f(x) = 8K™x — 5k S'_ x<2 ? Calcula su limite en esos casos.
x2—2kx+1 si x>2

. Demostrar en casos sencillos, 9. Aplica la definicién métrica de Il’migte para demostrar que:
mediante la definicion métrica de , -~ . 2x* -8 . B
limite, que el limite hallado por a) 1|T3(2x +6) =11 o) 1|Ln2 xX—2 8 °) XILT# -x o
Lni.to.d(.),s algebraicos verifica la En el apartado b) determina el radio § del entorno E(2, §) que verifica

ST la definicion de limite para un ¢ = 0,02.
10. Calcula los siguientes limites: 4
Resolver indeterminaciones del x4 x3 _4x - x+2]2
0 oo a) lim ———— c) 'X'an )
tipoa,f,OO—oo,O-oo,1°° X x=2 X
o0 ——
utilizando métodos algebraicos. b) lm Stv2x+3 d) IimM
X—+00 lx+1 x—3 X2*9
11. Calcula los siguientes limites utilizando infinitésimos equivalentes ade-

cuados.
— 2
a) im sen3x b) im sen(x — 2) ¢) im senbx Q) i 3x

x=0  2x =2 x> -8 x=0 tg2x

x—0 X — 1

24 = Evaluacién




[ Soluciones ]

. a . —a = =

. a . —a =

_2An+1)+87 2n+87 -85
(n+1)+1 n+1 (n+2)(n+1

= a,,; — a, < 0¥n € N = es mondtona decreciente.

n+1 n

)=>

. 89
La menor de las cotas superiores es a, = > y la ma-
yor de las inferiores es 2, su limite, ya que
2n + 87 9 85

= > 0Vn e N.
n+1 n-+1

2 2 2
. (n+1%° ~ n* _2n 1. ovneN

2n+1)—-1 2n—1  4n> -1
Es mondtona creciente.

n+1

Cota inferior a;, = 1. No esta acotada superiormente. Para
hallar a partir de qué término a, > 2000000 se resuel-
ve la inecuacion:

2

5 1>2000000<:>n2—4~1O'3n+2~106>O y €so
n_

ocurre Vn > 3999999,5, es decir, a partir del término

4000000~
et
(2n —5)(7 — 3n) njin

. a) Im

=lm ——— =
n—co 3 —2n4 n? oo (3002
n’|=—-=+1
n> n
_2:(9) _ 4
1
b) Como lim [72n]_2 los términos de la sucesion

7—-3n
—1)".

= 3-2n
por lo que no tiene limite y es oscilante.

. . 3 3
se acercaran alternativamente a 5 ya >

¢) Como lim 1+ 2n
n—o 5 4 n?

_1+2n
5+ n?

:Oy

1+ 2n <1+2n

< entonces
5+ n? + n?

<=0

20 _ 1420

< lim(=1)" < 0
2 =9 54n? " n=xb54n?

n—oo

y el limite buscado es 0. Converge a 0.

. a) lim (nf\/n2+4n):|im =4 4
n—co0 noeon4/n?4+4n 141
3+ 5n+1 1+oo
. n
b) lim =|(—| =0
)nﬂoo 2n —1 [2]
2L snen)
3+2n 5n+1 5
c) lim = lim |1+ =e?
n—oo| 20 —1 n—00 2n -1
4
anfL‘<s<:> 7 _, <s<:>5 <€@n>§,1
n n+1 €

Si e = 0,000001 = n > 4999999.

6.

10.

11.

2 p—
= lim w - 1, |uego
n—oo  4n% —1

n?>+n 3 n?>+5
2n —1 2n + 1
es convergente.

lim

n—oo

a) lim f(x) = Lig(SX -8)=-5

x—1"

lim f(x) = im(x? + ax) = 1+ a

X1t x—1
Por tanto, el limite existe & a = —6.
' x? —1 .
b) lim |2 + :nm(z—(x+1)):o
x—1" |X — 1‘ x—1"
. x? -1 ' )
lim|2 + = Im (2 + (x + 1)) = 4. No tiene
x—1t |X — 1‘ X—1"
limite.
3 3
c) limetx =e™™ =400 lmex =™ =0
x—17 x—1F
No tiene limite.
lim f(x) = Iin12(3k2x — 5k?) = k?
Xﬁzi X—
lim f(x) = Iimz(x2 — 2kx +1) = 5 — 4k.
x—ot X—
Para que exista el limite, k2 = 5 — 4k = {’;1 =1 5
2 T T

En el primer caso el limite es 1 y en el otro 25.

a) |(2x+5)—11 <e=2|x—3| <e e |x—3| <%:6

2x2 -8
X—2

Sie =002 = &= 0,01

b) -8

<e<=

2(x —2)?
2

X —

<e<:>\x—2|<%=6

c) >k<:>1—x<§<:>|x_1|<§:6
1—x k K
4 3 o 3 5
a) im X XA (= 200+ XE 420 16
=2 x2 _x_90 X—2 (x —2)(x +1) 3
b) lim 22X+ 18 L [2ZXHS)_ 5
L e L N R
4
x—2 jm [ X2 4] 4 im | =4
c) lim X+ 2|2 _ eXLQ 2x 1[X_2] _ exLz 2)(} — !
X—2 2X
d) Iim\/;;\/g:nm x-3 _ 1
TSX=9 S (x- 9 3)(Va V) 123

. sen3x 3x . senbx . b5x 5
a) lim =Ilm=—== c) lim =lim=—==
x—0 92x x—0 2 x x=0 tg2x x02x 2
_ _ 2 2
by lim SEN=2) o X=2 1 gy 83X 3 g
=2 x3-8  x2x%-8 12 T x0gf1 x0 x
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Evaluacion

“ n Continuidad

CRITERIOS DE EVALUACION

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

A. Estudiar la continuidad
de una funcion en un punto.

x> —2x -3

2x> —B5x — 3
x = 3. ¢Cuél debe ser el valor de f(3) para que la funcion sea conti-
nua en ese punto?

¢Quedaria algun otro punto de discontinuidad? ¢De qué tipo?

1. Una funcion f(x) estd dada por la expresion f(x) =

B. Saber hallar el dominio
de continuidad de una funcion
y su relacién con el dominio
de la misma.

2. Determina los dominios de definicion y de continuidad de las siguien-
tes funciones:
a) f(x) = x2 — 2x
b) f(x) =

X
x2 —2x -3

jﬂ

C. Hallar los valores de ciertos
parametros en las funciones
definidas a trozos para que sean
continuas en un punto concreto
0 en un intervalo.

x2—1si x<1
3. Calcula los valores de a 'y b para que la funcion f(x)

sea continua en todo R. Represéntala. si x>3

4. (Para qué valores de k es continua en R la funcién

3k’x —Bk* si x < 2,
) = {x —2kx +1si x> 2

D. Clasificar las discontinuidades
de una funcion discontinua
en varios puntos y efectuar
una representacion aproximada

5. Estudia la continuidad de la funcion f, clasifica los puntos de disconti-
nuidad, si hubiera alguna evitable indica como se eliminaria y repre-

séntala graficamente.

e*—e si x< -1

si —1<x<0

ax+b3|1<x<3

o X +1
de la funcién en un entorno f(x) = 3
de esos puntos. senox 0<x< g
X

K+Inx si x

WV
w|a =

6. La funcion f(x) = (Inx)> — 6 Inx + 5 es continua en todo su dominio
(0, +o0). Determina dos intervalos disjuntos [a, b] y [b, c] en los que
la gréafica de la funcion corte al menos una vez al eje de abscisas. Jus-
tifica la respuesta. ¢Podrias en este caso hallar todos los puntos de

E. Analizar si una funcion cumple, corte de la funcion con el eje X?

0 Nno, las hipotesis del teorema

2
de Bolzano. 7. ¢Es aplicable el teorema de Bolzano a la funcion f(x) = X +3x+5

X2 —2x -7
en [2, 4]? Justifica la respuesta. ¢Se puede asegurar que la funcién
corta al eje de abscisas en algun punto o, por el contrario, que no lo
corta en ningun punto?

E. Determinar intervalos de la amplitud 8. Justifica que la ecuacion x* + x — 5 = 0 tiene al menos una solucion
deseada en los que se encuentren en el intervalo [1, 2]. Calcula con un error menor que 0,1 la solucién

MATERIAL FOTOCOPIABLE

las soluciones de una ecuacion.

de la ecuacién anterior.

G. Determinar si una funcion definida
en un intervalo esta acotada
y en caso afirmativo encontrar
el supremo y el infimo.

X

5e , )
- esta acotada. Indica el su-
e

9. Demuestra que la funcion f(x) =

premo y el infimo. ¢Tiene un maximo y un minimo absoluto dicha fun-

cion? ¢Por qué?

H. Aplicar e interpretar los teoremas
de los valores intermedios
y de Weierstrass.

14 e

10. Calcula el maximo y el minimo de la funcion f(x) = 1 ,
+ e

vx € [-3, 1].
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[ Soluciones ]

x2—-2x-3 (x+)(x—=23)
. Calculamos lim~>—=2 = — Im——— —
x=30x2 —B5x —3  x3(2x + 1)(x — 3)
X+ 4
= lim = —.
x=32X + 1 7

La funcion seria continua en x = 3 < f(3) = ;

En x = 1 la funcion presenta una discontinuidad ine-

vitable con salto infinito, ya que:

' x2—-2x -3 . X2 —2x -3
im ———— = —x Im ———— = 4+
X_)[_ll’ 2x* —5x -3 Xa[_l]+ 2x* —5x -3
2 2
.a)D=R c) D = [3, +)

b)D=R — {-1,3) d) D = [2, 3)

Las cuatro funciones son continuas en sus respectivos
dominios.

Iin11 f(x) = |im1(x2 —-1=0
S - = a+b=0
IirT11+ f(x) = Iim1(ax +b)=a+b

Iirrslf fx) = Iin13(ax +b)=3a+b
lim f(x) = Iirr13(—2) = -2

x—3F

=3a+b=-2

De donde se obtiene a = -1y b = 1.

\ Y

1
\
[@) X

lim f(x) = Iimz(3k2x — Bk?) = k2

Lo : = k? =5 — 4k
lim f(x) = ||m2(x2 —2kx +1) =5 — 4k
x—2F X—
Se obtienen dos valores: k = 1y k = —5.

. Se estudian los puntos en donde cambia la definiciéon de
la funcion.

lim f(x) = Iim1(e*X -e)=0
X——=1" X——

XxX=-1= =
im fx) = fim 2% = 4o
x——1t x—=1" x 4+ 1

= Discontinuidad inevitable de salto infinito.

im f(x) = lim > X _ 3

X:O:>x—»0‘ X‘*OX+1 N
im f(x) = im SENSX _ 3
x—0t x—0 X

= Discontinuidad evitable. Se elimina tomando f(0) = 3.

=0

|im]7 f(x) = |in[n | Se'f’x

X—|= X—|=

w3

lim f(x) =

s
X—|=

=
lim (k +Inx) = k + In[g]

s
x—|=

= Seria continua si kK = —In[g]

\

\
\
\

[iy

\

6. Como f(1) =5 >0y f(3) ~ 038 < 0 =

= 3x, € (1, 3)/f(x;) =0
Como f(3) ~ —0,38 < 0y f(e®) =5 >0 =
= 3x, € (3, %) /f(x,) =0
En este caso x; y x, se pueden determinar de manera

exacta, pues resolviendo la ecuacion f(x) = 0 se ob-
tiene:

_6++/36-20 6+4 [1=x=e

Inx =
2 2 5=x,=¢°

. La funcién g(x) = x® + 2x — 7 es continua en [2, 4].

Como g(2) = -3 < 0y g(4) = 49 > O, existe un va-
lor en el intervalo (2, 4) que anula g, es decir, la fun-
cion del denominador de fy, por tanto, la funcion f no
es continua en [2, 4] y no se puede aplicar el teorema
de Bolzano.

. Consideramos la funcion f(x) = x® + x — 5 que es con-

tinua en [1, 2] y, ademas, f(1) = -3 < 0, f(2) = 5 > 0.

Por el teorema de Bolzano se sabe que dc € (1, 2)/
f(c) = 0 luego c es solucion de la ecuacion dada.

Si se calculan los valores f(1,2), f(1,4), f(1,6), f(1,8) se
puede determinar el intervalo en el que se encuentra la
solucion:

f(1,4) = —0,856 < 0; f(1,6) = 0,696 > 0 =

= cc (14;186)

. La funcién es continua y positiva en R y, ademas, como

su derivada f/(x) = _Se > 0 Vx, f es monotona
(1+ e)?
creciente.
Se calculan lim Se =0y lm Se =5, por lo
x—-oc 1 4 ¥ x—+o0 1 4 %

que el infimo es 0 y el supremo 5 y no son alcanza-
bles, es decir, no hay ni maximo ni minimo absolutos.

e’ (e® + 2e* —1)
(14 e*)
x=h(=1+2) ~ —0,9.

La derivada f'(x) = solo se anula para

Se hallan £(3) ~ 0,9549, f(in(—1+ /2)) ~ 0,82 y
£(1) ~ 2,25.

Luego en el intervalo [-3, 1], f alcanza el minimo en
x = In(=1+2) y el méximo en x = 1.
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Evaluacion

“ Derivadas

CRITERIOS DE EVALUACION

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

1. Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos indi-
cados.
. 2 — — —

A. Calcular la derivada a) f(x) =2x> + x+3enx=1 b)fx) = 15 en x = -2
de una funcién en un punto , ) C
T 2. FI espacio, en mzetros, recorrido por un movil viene expresado por la
limite. uncién s(t) = 4t* — t t en segundos.

a) Halla la velocidad media del mdvil en los dos primeros segundos
de recorrido.
b) Obtén la velocidad instantanea para t = 1 s.
3. Obtén la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion
f(x) = 2x®> — 3x en el punto de abscisa x = 2. (Cudl es la ecuacion

B. Determinar la pendiente de la tangente? ¢Qué angulo forma la tangente con el eje X? ¢Cuadl
de la tangente a una curva es la ecuacion de la normal?
en un punto y calcular su . - L
ecuacién y la de la recta normal 4. Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion
a la funcion en dicho punto. f(x) = e el punto de abscisa x = 0. (En qué punto corta esta

X+
recta al eje X?

C. Determinar, mediante la aplicacion 5. Dadas f(x) y g(x) de las que se sabe f(-2) = 3, g(-2) = —1,
de las reglas de derivar, 9'(-2) =7,9'(3) = -5, f(3) = 0, f'(—2) = 6y f/(—1) = -3, calcula:
la derivada de funciones , / ,
que se obtienen operando a) (f + 9)(3) c) [f](—Z) d) (F> 9)'(=2)
con funciones elementales. b) (f- 9)'(—2) g e) (g o )(-2)

i _ _ — y2 .

D. Derivar funciones que sean 6. Si f(x) _/1 +2x g(x) = \/;,’ hig =x"+ 1, cajlcula. .
composicion de varias funciones a)(@oh)(2) b)(hogof)(1) c¢c)(fohog)(4) d)(gofoh)(x)
zlerlnentgles mediante la regla 7. Halla la funcién derivada de las funciones:

€ la cadena. a) f() = (x> — 3x+5)° b) g(x)=sen’(In(2x+ 1)) c) h(x)=+/cos(1—3x)

E. Aplicar la regla de la cadena para . P 3
obtener la derivada de la funcion 8. )C(?eﬂcu_le; la derivada de la funcion inversa de f(x) = x® + x — 11 en
inversa. o '

9. Halla la derivada de las funciones siguientes aplicando la derivacion
logaritmica.

E Aplicar la derivacién logaritmica a) f(x) = Y2x +1 b) g(x) = (senx)**" ¢) h(x) = 8
y la implicita. 10. La curva de ecuacion x?> + 3xy + y?> + 1 = 0 pasa por el punto

(2, —1). Calcula la derivada de la funcion y en ese punto. ¢Cuél es
la ecuacién de la tangente a la curva en ese punto?
. : 11. Calcula el diferencial de la funcién y = f(x) = /J3x —2 en x = 9

G. Hallar el vaqu de la diferencial para un incremento de la variable Ax = 0,2.
de una funcién en un punto
gar? un |.n(t:)r|emento conocido 12. Teniendo en cuenta que /343 = 7, calcula, aproximando mediante la

€ a variapie. diferencial, el valor de &/345.
13. Halla la funcion diferencial de las siguientes funciones:

H. Obtener diferenciales de funciones a)y=5x"—Tx+4 b) s = sent ¢)u=inv
y en especial de funciones 14. La funcion que determina el volumen de una esfera de radio r es

que expresen magnitudes fisicas.

V= %m? Calcula dV e interpreta el resultado obtenido.
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[ Soluciones ]

2 J—
a) (1) = fim ¥ =1 _ 27+ x+3-6 _
P
e 2er3)
x=1 x—1
3 —
b) f/(—2) f(x) — f(=2) — X+5 _
S xt2 e xt2
_ (x+2) 1
X+ Bx+2) 3
a) v, = s(2) = s(0) = E =7mls
2-0 2
) v, = m STED = _ a4 7) = 7 s

h—0

m = f(l2) — 2N 2)

h—0 h
2 — e . 2 —_ .
i [22+h7? —3@2+h)]-(2-22-3.2) _ .
h—0 h
y—1f(2)=mkx—-2)=y—2=>5x-2)
tga = 5 = arctg(5) ~ 78° 41/ 24"
. f(0) =1, fi(x) = -1 , 7(0) = —1; la ecuacién de la
(x +1)7°
recta tangenteesy — 1 = -1 . (x - 0) = y = —x + 1.
Punto de corte: {y - SX RN {X =12 P(1, 0)
y = =

. a)

a) (f+ g)/(3) = 7(3) + g/(3) = 0 + (-5) = —5
b) (f- 9)(-2) = '(=2) - 9(=2) + f(-2) - g'(-2) =
=6-(-1)+3-7=-6+21=15
0 [ f ]’(2) _ 22 -2 g(2)
g (9(=2)
_6.(-0)-37_—6-21_ ,
- (=1? S
d) (fog)(=2) = (g(-2)) - g'(-2) = f(=1) - g'(-2) =
=(=3).7=-21
e) (g o 1)(=2) = g'(f(-2)) - I"(-=2) = g'(3) - F'(-2) =
= (=5) -6 = —30
1
filx) = 2 X)) = —— h'(x) = 2
() g'(x) NP (0 = 2x
1 2
o hY(2) = g'(h(2)) - h'(2) = —— - 4 = ==
a) (g o hY(2) = g'(h(2)) - h'(2) NG NG
b) (h o g o f)(1) = h'(g(f(1))) - g'(f(1)) - F'(1) =
1
=2/3. ——.2=2
V3 2.3
c) (fohog)(4) = f(h(g(4)) - h'(g(4)) - g'(4) =
1
=2.2J4. — =2
V4 24
d)( f h)/(X)_%.Q.szzix
gele 21+ 20 +9) J2x% + 3

10.

11.

12.

13.

14.

a) f'(x) = 5(x> — 3x + 5)* - (2x — 3)
b) g’(x) = 2sen(In(2x 4+ 1)) - cos(In(2x + 1)) - 2
2x +1
1
hx) = ——— . (—sen(1 — 3x)) - (-3) =
c) h'(x) P Jeost =59 (—sen( X)) - (=3)
_ 3sen(1— 3x)
2./cos(1 — 3x)
fe)=—-1=>ct+c—-11=-1=c=2

fi(x) = 3x*> +1 = f(2) = 13
(fo - "(x) = x. Derivando la funcién compuesta:
FEDNM) - (FY0) =1 =

== ) T e T 1

a) Inf(X) = - In(2x + 1) =

>

/
éf(x)=7i~ln(2x+1)+ ! =
x2 x(2x +1)

S = 2x 1 _In(2x2+ 1) n 1
X x(2x +1)

b) In(g(x)) = (2x + 1) - In(sen x) =

~

g'(x
g(x)

= g'(x) = (sen x)>**!

COS X
=
senx

=

= 2In(senx) + (2x + 1)

- (2 In(sen x) + (2x + 1)cotg x)
h'(x)

¢) In(h(x)) = 5x*In3 = = (10 In3)x =
h(x)
= h'(x) = 3*°(10 In 3)x
2+ 3y 4By L2y =0y = X
3x + 2y
—4+3 1 1
f/2,*1 = = ——; +1=—(x-2
2 -n="22 iy J=2)
dy = dx = dy(x =9) = — 0,2 = 0,06.
23x — 2 2.5
yzf’/;:>dy= ! adx
33 x?

¥345 = Y343 + Ay~ 7 + dy =
1

33/3432

-7+

-2~ 70136

a)dy = (10x — 7)dx b) ds=costdt c)du= 1dv
v

dV = 4xr2dr. Representa el volumen de una “superfi-
cie” esférica de radio r y espesor dr.
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

CRITERIOS DE EVALUACION

“ Funciones derivables

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

A. Obtener correctamente las

derivadas laterales de una funcién
en un punto, en especial en las
funciones con valor absoluto o
definidas a trozos.

. Calcula las derivadas laterales de la funcion

nx=2.

F(x) = 5x+2 s!x<2 e
X243 six>2

. Estudia la derivabilidad de la funcién f(x) :‘|X2 — 4| + 3X‘ en los si-

guientes puntos:
a) x = -2 b) x = —1

. Determinar el valor de ciertos

parametros para que se verifiquen
las condiciones de continuidad y
derivabilidad de una funcién en un
punto.

. Determina el valor de los parametros a y b para que sea continua y de-

ax® —bx? si x <1

rivable en todo R la funcion f(x) = X .
1— 2ax si x> 1

. Conocer los teoremas de Rolle

y del valor medio y aplicarlos a
ejemplos concretos de funciones.

. Halla los valores de a 'y de b para que la funcion f(x)=

. Se considera la funcion f(x) = {

bx—x? six<2
i Six>2
X

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [a, 4] y de-
termina el valor que verifica la tesis del teorema.

X2 4+nx si x <=2

X 4+m si x>-2

a) Determina m y n para que se cumplan las hipotesis del teorema del
valor medio en el intervalo [—4, 2].

b) Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza el teorema.

. Resolver limites de funciones en

los que aparezca cualquiera de las
indeterminaciones.

. Calcula: a) lim

x+176x—2
x—1 x2—1

1—4cos?x

ﬁQsenx]b

. Iim[ln(xﬂ-x—ﬂ]
=1 tg(1—x)

™
X——
3

. Determinar los extremos relativos

de una funcion y los intervalos de
monotonia.

Determinar los puntos de inflexion
de una funcion y los intervalos de
curvatura.

. Determina los extremos relativos, los intervalos de monotonia, la curva-

tura y los puntos de inflexién de las funciones:

1—2x
1+ 2x

3t 4+

3

a) f(x) b) f(x) = In

X

. Resolver problemas de

optimizacion relacionados con la
geometria.

. Se tiene un triangulo rectangulo de hipotenusa 12 cm que, al girar al-

rededor de uno de sus catetos, genera un cono. Determina las di-
mensiones del triangulo que genera el cono de volumen maximo vy el
valor de dicho volumen.

. Se quiere construir un depdsito de 8 m* de capacidad con forma de

prisma de base cuadrada y sin tapa. El material que se utiliza para la
base cuesta 15 € el m? mientras que el que se utiliza para las paredes
cuesta 12 € el m2 Determina las dimensiones del deposito que hay
que hacer para que su coste de construccién sea minimo.

. Plantear y resolver problemas

de optimizacion relacionados con
las ciencias experimentales
y sociales.

10. El valor de una cartera de acciones a lo largo del tiempo (dinero in-

vertido mas beneficios obtenidos, en miles de euros) viene dado por
la expresion (x en afios):
F(x) =(x—2)?-(1—2x)+252x +116 con 0 < x <10
a) Determina los intervalos de tiempo en los que el valor de la car-
tera crecio y aquellos en los que decrecio.

b) Si la cartera se vende a los 10 afios, {cual hubiera sido realmen-
te el mejor momento para haberlo hecho? ¢Cuéanto se deja de ga-
nar por no haberlo retirado en el momento 6ptimo?
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[ Soluciones ]

F(2) = lim f2+h) —H2) _ | 52+h)+2-12
h—0 h—0 h
. bh
= lim— =
h—0 h
— 2 _
f/(2%) = lim f(2 + h) —1(2) — Im (2+hP +3-12 _
h—0 h h—0 h
2 J—
= ,Im)% No es derivable por la derecha.
2 .
X“+3x—4  si x<—4 2x+3
—x?2—3x4+4 si —4<x<-2 _ox_3
f(x)={ x2=3x—4 si —2<x<—-1 f(x)=12x-3
—x24+3x+4 si —1<x<?2 —2x+3
x> 4+3x—4  si x=2 2x+3

Al ser continua f en los puntos pedidos, las derivadas
laterales se pueden calcular a partir de la funcion f que,

en principio, no esta definida para x = —4, x = -2,
X=—-1yx=2.

a) f'(—=27)=1, f(-2")=-7 d) f'(—4")=-5, f(-4")=5
b) f'(—=17)=-5,f(-17)=5 ¢) '(0) = 3

c)fl(27) = -1, f(2") =7

. Para x = 1, f es continua y derivable, ya que esta defi-
nida por polinomios. Para x = 1 resulta:

lim f(x) = Iirn1(ax3 —bx?’)=a—-b
x—17 X—

lim f(x) = Iim1(1 —2ax) = 1- 2a
x—1T X—

Y de aqui se deduce: a—b=1-2a = .

Con esta condicién, f es continua en x = 1y, por tanto,
sus derivadas laterales en ese punto se pueden calcular
como los limites de la funcion f'.

fr(x)= 1 3ax —2bx si x<1 | F(1)=3a-2b
—2a si x>1 f(1") = —2a

:>3a—2b:—23:>

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones re-
cuadradas se llega a la solucién buscada: a = 2, b = 5.

im f(x) = mf(x) = 2b—-4=2=b=3

X—27 x—21
ff2) =2 =>b—-4=-1=b=3
flay=f(4) =>3a—a’=1a<2=>a= 3_2£ ~ 0,38

El teorema afirma que Jc € 4| que verifica

3-5
S

f'(c) = 0 y como —— = 0 ¥, la derivada tiene que anu-
X

larse para algun valor del intervalo

3_\/5,2 3—QC:O:>C:§€
2 2 2
.a) Im f(x)= lim f(x) =4—-2n=-8+m=
X——2" x——2F

= m+2n =12
fi(=27)=f(-2") = —44+n=12 = n=16 = m=-20
f(2) —f(—4)  —12—(-48) _
2—(-4) 6 B
2+ 16=6=c=—-5¢ (-4, -2

3c2 =6 = c=+J2 € (-2 2)

b) Jc € (—4,2)/ 6 = f'(c)

~N

10.

a) i 3 — 2senx — —2cosx | —1
x| 1—4cos?x x| 8senxcosx| 23
3
— 2_
b) lim X+1 6x-2 _ imX 4x+3:“mx+3:2
=lx=1 x2—1] =1 x?-1 =1 X 41
2x +1
2 — 2
c) lim nGE+x =0 - X hx—1 __ 4
=1 tg(1— x) x=1 _(1 +tg?(1 — x))
4 —
a) D(f) = R — {0}; f'(x) = 30(741) solo se anula para
x = +1. Como f(x) = % = f"(-1) < 0, (1) > 0.

—4) y minimo en

(1, 4o00) y de-

Maximo relativo en el punto (-1,

(1, 4). f es creciente en (—co, —1) U
creciente en (=1, 0) U (0, 1).

f concava hacia abajo en (—oo, 0) y hacia arriba en
(0, +c0). No tiene puntos de inflexion.
b) D(K) = [_1’ 1} K(x) = —2 8

(1-4x?)

2'2 e KW=

No tiene maximos ni minimos relativos.

Es siempre decreciente en su dominio.

Como k”(x) > 0 Vx €

1 .
o 0|, en este intervalo es
coéncava hacia arriba, y es concava hacia abajo si

X €

0, ;] ya que k”(x) < O en este intervalo.

En x = 0 presenta un punto de inflexion.

Llamando x a la altura del cono, su volumen es:

V= %wx(144 - x2) con dominio (0, 12).

V= %w (144 — 3X2) solo se anula para x = \/48. Y

como V(0) = 0, V(12) = 0 y V(\/48) — 321/48 cm?’,
resulta que este es el volumen maximo y las dimen-

siones del triangulo son: 4+/3, 46, 12 cm.

. 8
Llamando x a la arista de la base, la altura es =V el

precio P(x) = 15x? +12|4x - 82] =15x2 + 384 con do-
X
- 384
minio (0, +o0). P'(x) = 30x — — solo se anula para
X

|64
X =23 5 que corresponde al minimo de la funcion. Las
1,46 m

dimensiones son x ~ 2,34 m, h ~
F'(x) = —6(x 4+ 5)(x — 8) que solo se anula para x = 8.
a) De 0 a 8 crecié y de 8 a 10 decrecit.

b) El mejor momento hubiera sido a los 8 afios con un
valor de F(8) = 1592000 €. Como F(10) = 1420000 €,
ha dejado de ganar 172000 €.
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

CRITERIOS DE EVALUACION

“ Representacion de funciones

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

A. Calcular el dominio de una funcion

dada por su expresion algebraica,
su grafica o mediante

un enunciado, asi como

su continuidad.

1. Determina el dominio y la continuidad de las funciones:

X +1 b) g(x) = —X—2

x® —3x2 X —3

a) f(x) = c) k(x) = In(sen(2x))

. Calcular los puntos de corte con

los ejes y el signo de una funcion.

2. Halla los puntos de corte con los ejes y el signo de las funciones:
a) f(x) = 1 + senx c) h(x) =1 — (In(3 + x))
2+ ¢€" e’

o) gl = 22 ;

. Estudiar las simetrias y la posible

periodicidad de una funcion.

3. Determina la periodicidad de las funciones:

47X

) () = sen’x b) gx) = 4003[3]

4. Estudia las simetrias de las siguientes funciones:

0) g0) = S o) hp = X=X

a) f(x) = In|x> — 5 =
) f(%) \ \ prampe 4

. Calcular la tendencia de una

funcion en el infinito y en las
proximidades de puntos aislados
en los que no esta definida.

5. Estudia el comportamiento de las funciones en el infinito y en los pun-
tos de discontinuidad.

4 — x?
a) f(x) =
) 1 x3 —2x2 —9x + 18

. Calcular las asintotas

de una funcion.

6. Halla las asintotas de las funciones:
a) g(x) b) h(x) = Jx?2+5

_2+¢€
2—¢ef

Determinar la monotonia y extremos
relativos de una funcion.

7. La funcion f(x) = x® + bx? 4+ cx + 4 tiene un minimo relativo en el
punto (2, 0). Determina los coeficientes b y ¢ y estudia su monotonia.

. Determinar la curvatura

y los puntos de inflexion.

8. Estudia la curvatura y determina los puntos de inflexion de las fun-
ciones:

1

A= e

b) g(x) = senx — cos x

. Representar graficamente

funciones polindmicas, racionales,
con radicales, exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas,
tras hacer un estudio completo
de sus caracteristicas.

9. Efectla la representacion grafica de las siguientes funciones tras realizar
un estudio de las caracteristicas mas importantes de cada una de ellas.
2

a) f(x) = X c) h(x) = In|x*> — 5] e) n(x) = 2senx — cos 2x
x2 +1
0) 900 = 212X ) ) = X +5 1) st =
1—x 1+¢e"

Representar las graficas de las
funciones: —f(x), f(x) + k, f(x + ¢),
a - f(x), f(k - x), [f(x)], f(1x])
cuando se conoce la grafica

de la funcion f(x).

10. Teniendo en cuenta la gréfica de la funcién f(x) = cos x en el interva-
lo [—m, =] representa las siguientes funciones en el mismo intervalo.

a) f(x) = 2 cos x c) f(x) =3 +cosx e)f(x) =1 - cosx
b) f(x) = cos 2x d) f(x) = cos(x — w) f) f(x) = |1 — 2cos x|
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[ Soluciones ]

1. a)D() =R — {0, 3)
b) D(g) = [-2, 3)
D(k)

c) D(k) = {x € R/ sen(2x) > 0}
2x € {l, Il cuadrantes} = D = O+k‘l‘(,g+k‘ﬁ
Y: (0, 1)
2. a) f(x) = 1+ sen
V100 = T4 senxh 32“+2kﬂ,0]

f es siempre positiva excepto en los puntos de corte
con el eje X.

b) g(x
)9 2 —e* | X: No tiene
gx) <0 six>1In2; gx) >0six<In2

- 2te {Y: ©, 3)

_ Y: (0, 1—1In3)
c) h(x) =1 — (In(8 + x)) {X: -3 0)
h(x) <0 six>e—3; h(xX) >0 six<e— 3.

X

d) k(x) = € No corta a ninguno.
X

k(x) <0 six<0; k(x) >0 six>0.

3. a) f(x) = sen?x. Periodo: T = =, porque
sen?(x + m) = sen(x + m) - sen(x + n) =

= (—senx) - (—senx) = sen’x
4nx 47 3
b X:40087,T:21’Y:—:—
) 9(x) [ 3 ] 3

4. a) f(x) = In|x? — 5|. Es una funcion par: f(—x) = f(x)

e —ef
g(=x) = = —gx).
e’ +e

e* —e™
eX + e ¥ ’
Es una funcién impar.

b) g(x) =

x® —x
X2 —4

c) h(x) = . Es impar, ya que h(—x) = —h(x).

5. a) lim f(x) = 0; Im f(x) = +oo; Iim+f(x) = —o0;

X—Foco X——3" Xx——3

lim f(x) =

X—2

ﬂ; lim f(x) = +oo; lim f(x) = —c0
5 X—3" x—3%
b) Im g(x) =In1 = 0; IimQQ(x) = +o0; Iimsg(x) = —00

X—oo

6. a) Vertical: x = In 2, porque Im 2+e = o0
x—In2 9 — @
Horizontales: y = +1, porque lim 2+e = 2 =1
xom D — ¥ 2
24 €e 27 4+ 1 1
lim = Im = — =1
xotoo D — ¥ xoteo 27X — 1 -1
2
b) Oblicuas: y = £x, porque m = Im Xiﬁ =1
X—+o0 X
n=lim (X’ +5—-x) = Iim [5 —0
X—+o0 X—4oo XZ + 5 + X

T f(x) = x° 4+ bx? + cx + 4; f/(x) = 3x> + 2bx + ¢
{f(2):0:>4b+2c::—12:>{b:—3
ff2)=0=4b+c=-12 c=0
f(x) = 3x? — 6x = 3x(x — 2)
f'(xX) > 0 Vx € (—o0, 0) U (2, +0). Creciente.
f(x) < 0 Vx € (0, 2). Decreciente.

En x = 0 hay un maximo relativo.

_ 1 Fi(x) = e*(e* —1)
1+ ¢ 1+ e*)?

Concava hacia arriba en (0, +o0).

Concava hacia abajo en (—oc, 0).

Punto de inflexion para x = 0.

8. a) f(x)

b) g(x) = senx — cos x; g”(x) = —sen x + cos x
Periodo: T = 2=, se estudia g(x) en [0, 27).

g"x) =0 x = E 0X= 5—“ en los que hay infle-
Xion.
Céncava hacia arriba en |0, % U %T O].
, ) . T 5r
Coéncava hacia abajo en |—, —|.
4 4
9. a) Y d) Y
0 X 1
0 X
b) e) Y
/ AN\
VN
~ 0 7
< v A
0 X
[T T~
I
c) [ Y ) Y
N Y/ 4
0 X ) X
10. a) Y d) Y
Vi AY A
A} 0 7
b) Y e) Y
Va i S/
/0 (0] X
c) Y f) Y
1 / 1 \
0 0
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

CRITERIOS DE EVALUACION

“ Calculo de primitivas

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

A. Hallar una funcion de la que se

conoce su derivada y un punto de
su grafica.

1. La derivada de una funcion f(x) es f/(x) = 6x> — 4x + 5y se sabe que
la funcion pasa por el punto P(2, 25). Halla la funcién y calcula f(0).

2. La funcion f(x) tiene un maximo relativo en el punto M(—3, 17) y su de-
rivada segunda es f’(x) = 6x + 6. Determina de qué funcién se trata y
halla las coordenadas del punto de inflexion y del minimo relativo de la
misma. ¢En qué punto corta la gréfica de la funcion al eje de ordenadas?

B. Resolver problemas elementales

de cinematica por la aplicacion del
célculo integral.

3. Las expresiones escalares de la velocidad y de la aceleracién instanta-
- ” ds dv

nea en un movimiento rectilineo son v = o =g'(t), a= o =Vv/(t) = s"(t).
En un determinado movimiento se sabe que la aceleracion tiene el va-
lor constante a = —10 m/s? y que a los 2 s el movil se encuentra en
la posicion s(2) = 48 m y lleva una velocidad de 12 ms~". Determina:
a) La expresion de la velocidad en cualquier instante.
b) La velocidad inicial.
c) La expresién de la posicion en cualquier instante.
d) La posicion inicial.

e) La posicion y la velocidad a los 4 segundos.

. Resolver por partes las integrales

de funciones del tipo: Inx, arcsen x,
arctg x, P(x) - €%, P(x) - senx, etc.

4. Resuelve, aplicando el método de integracion por partes, las integrales:

a) f(lnx)2 ax b) fco;xdx

5. Resuelve las integrales:
a) f2x-arctgx-dx b) f(3x+1)~ex~dx

. Resolver, por reiteracion del

método, integrales de funciones
como sen (ax) - e™.

6. Halla, utilizando el método de integracion por partes, las integrales:

a) fe“*‘ - cos(x — 2) - dx b) fsen“x dx

. Calcular integrales de funciones

racionales con raices reales,
simples y multiples, en el
denominador.

2 p—
7. Halla, mediante descomposicion simple, la integral f[x3x+5 ax
X
8. Resuelve las integrales:
4 53 2
a)f 5 ax b)fx 2x° + X 5x+6dx
x> —3x—4 x® —3x2

Efectuar la descomposicion y las
integrales de funciones racionales

9. Resuelve las integrales con raices complejas en el denominador:

trigonométricas, por cambio de
variable.

con raices complejas simples en a) j‘# ax b) f 45 ax
el denominador. x* +6x +10 x* =1
. Efectuar transformaciones 10. Transforma las funciones para convertirlas en integrales inmediatas.
sencillas en la funcién integrando
. 1 X — 4/x
para transformar las integrales en a) —adx b) —ax
inmediatas. 1—cosx &x
. Resolver integrales, especialmente 11. Integra:

2
b) f1+se4n de
cos® x

a) fsenSX - dx
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[ Soluciones ]

. La funcion buscada es f(x) = 2x® — 2x*> + 5x + K
Para determinar la constante K, se exige que f(2) = 25,
es decir, 16 — 8 + 10+ K=25=K=7 =

= f(x) = 2x* — 2x> + 5x + 7 = f(0) = 7.

U = sen®x = du = 3sen®xcos xdx

b) Tomando
dv = senxdx = Vv = —COSX

fsen“xdx = —sen®xcosx + 3fsen2xcos2xdx

. (x) = 6x + 6 = f/(x) = 3x> + 6x + C. Como hay un
) ®) Y | = —sen® xcosx + stengxdx -3 =

méaximo relativo en x = —3, entonces f/(—3) = 0 =
= C = -9y la derivada es f/(x) = 3x*> + 6x — 9. ] 5
f(x) =x*+3x2—9x+ Ky como f(—3)=17 = K=-10 I = 4[—sen"xcosx + E(X —senxcosx)| + K
Por tanto, f(x) = x* + 3x*> — 9x — 10.
Inflexion: 6x + 6 =0 = x = —1 = [(—1, 1)
N x?—3x+5
Minimo: 1. ——|dx= | x— 3+ dx_ x?=3x+5In| x|+ K
X, = =3 = méaximo M(=3, 17) X 2

3x?4+6x—9=0=1" n
X, = 1= minimo m(1, —15)

8. a) dexz—lnlirH—k In|x—4|+ C, ya que

Punto de corte con Y: P(0, —10) x2_3x_4
5 A B
= = Ax—4)+B(x+1)=5
. szadt:f—10dt:—10t+c, v(2)=12=C =232 x2—-3x—-4 x+1+x—4 ( )+ Blx+1)
de donde A=—-1y B=1.
s = fvdt = f(—10t+ 32)dt = —5t? + 32t + K
Xt —2x" 4+ x* —5x+6

s(2) = 48 = —20 + 64 +K=48=K=14 b) f 3 dx se descompone:

a) v()=—10t+32 ms™' d) so=s(0)=4 m

b) vo=v(0)=32 ms~ e) s(4)=52 m, v(4)=—8 ms™' f (X + 1)+ 3 +l_% ax =

c)s()_—5t2+32t+4m X=3 x X

Se puede interpretar como un lanzamiento vertical desde - 1x2 + X 4 3In|x — 3| 4+ In|x| + 2 +K

4 m de altura con velocidad inicial 32 ms~". A los 4 s el 2 X

movil ya esta bajando.

X 41 1 2x+6—4
a) dx = L NS S ¥

u:(lnx)2:>du:glnxdx x2 +6x + 10 2J x2 +6x+10

X

dav =dx = v =x f 2x + 6 dx_f 2dy =
“2J ¥ +6x+10 y2 +1

f(lnx)de=x(lnx)2—2f|nxdx=x(lnX)2+2x(1—lnx)+k

Ya que la integral de Inx se hace por partes:

a) Tomando

= EIn(x2 + 6x 4+ 10) — 2arctg(x + 3) + K

Inxdx = xInx — x = —x(1 —Inx) 5 s 5 -5
b) dx = 4 4 o |dx =
X =1 X1
U= x= du=dx . 5 B 5+ X
b) Tomando .~ d>; S v = tgx :Zln\x—ﬂ— Z|n|x+1|— Earctgx—kK
cos? x
f x dx:xtgx—ftgxdx:xtgx+ln|cosx|+K 10. a) f L f1+COSX o —
cos™x 1— cosx sen? x
1 cos X
- o dx :f dx+f dx =—cotgx —cosec x + K
a) Tomando u = arctgx = du = P sen? x sen? x
— — y2 2 5 7
dv = 2xdx = v = x o [ 4f _ [x5—4x6]dx_§x N
, X2 +(1—1) Cx 5 7
2x-arctg x-dx = x-arctgx — Qidx:
Xx“+1
= x2arctgx — | 1dx+ (x2+Tarctgx—x+K 1. a) fsensx Sdx = f(1 —cos?x)senx dx =
b) f(3x +1)-ef-dx=@B8x+1) e — SfeX dx = :f(1—t2)~(—dt):—t+%t3+K:—cosx+%0033x+K

=0Bx+1)-e-3*"+C=0B8x-2)-e+C

2 2
b) f1+se4n de:j‘ 12 +s.er12x 12 o —
a) | = fezx+1 -COS(X—2)~dX _ COos™ X COS“ X COS“ X )COoSs” X
o
= e¥*sen(x — 2) + 2>+ cos(x — 2) — 4] = = f(1+tg X+ 19 X)Coszx =
1
== g82x+1(sen(x—2)+2003(X—2))+K :f(HQtz)dt =T+§TS+K:th+§tgax+K
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Evaluacion

“ Integral definida

CRITERIOS DE EVALUACION

r ACTIVIDADES DE EVALUACION -I

Resolver, mediante integral
definida, problemas relacionados
con otras ciencias, en especial
con la Fisica.

) . o1 )
1. Obtén las sumas de Riemann para la funcion —x en el intervalo [2, 6
A. Hallar la suma de Riemann Obten las su € hiemann para fa funct x en el intervalo [2, 6]
en un intervalo [a, b] tomando los extremos inferiores de los intervalos (suma inferior) y to-
de una funcion lineal. mando los extremos superiores (suma superior). Halla el limite de esas
sumas cuando n — oo.
2. La siguiente tabla corresponde a una funcion continua definida en el
. 8
. Obtener sumas de Riemann intervalo [3, 7]. Calcula >>f(x,) - c;.
de otras funciones y calcular !
su limite cuando n — oo. X; 3 | 35| 4 |45| 5 | 55| 6 | 65
Vi 1 1,8 2 24 | 25 3 32 | 35
. Resolver integrales definidas de 3. Calcula las siguientes integrales definidas agllcando la regla de Barrow.
funciones de las que se obtenga 5 3 9 2 L.
una primitiva de forma inmediata. a) ‘j: (2x +1)dx b) f1 P dx c¢) L/; cosxdx d) f1e dx
4— x> si x <A1
4. Se considera la funcion f(x) = .
. Resolver integrales definidas ) 5 si x> 1
en las que haya que utilizar X
la propiedad de aditividad a) Calcula el valor de k para que la funcién sea continua en [-2, e].
del intervalo. o
b) Halla f (x) .
-2
5. Halla la funcion derivada de las funciones integrales:
X 5 X243
. Derivar funciones integrales a) F(x) = f (2 +4t+5)dt b) G(x) = f Intdt c) H(x) = f Jtdt
v(x) 2 X 2
de la forma g(x) = f f(t) dt. N
() 6. Halla el valor maximo y el minimo de la funcién F(x) = f (t? — 4t 4+ 3)at
en el intervalo [0, 5]. 0
7. Halla el area del recinto limitado por la gréfica de la funcion f(x) =
3 2 ; H
Calcular el area del recinto =X — 4x" — x + 4y el eje de abscisas.
limitado por una curva y el eje 8. Las gréficas de las funciones y = sen 2x, y = cos x se cortan en infi-
de abscisas, o por dos curvas. nitos puntos y delimitan distintos recintos. Calcula el area de dos re-
cintos que tengan areas diferentes.
9. Calcula, mediante integracion, el volumen del cuerpo de revolucion que
se genera al girar alrededor del eje mayor una elipse de semiejes a 'y
b. ¢Cual seria el volumen si la elipse girara alrededor del eje menor?
. Hallar el volumen de un cuerpo
de revolucion. 10. El recinto limitado por las funciones f(x) = 24/x y g(x) = %\/x -7
y el eje de abscisas gira alrededor de este eje y genera un cuerpo
de revolucién. Representa el recinto y calcula el volumen del cuerpo.
11. Se considera el arco de la curva correspondiente a la grafica de la
funcién f(x) = 2 (x —1)° en el intervalo [1, 4]. ¢Qué longitud tiene?
. Calcular longitudes de arcos. 3
12. Halla la longitud del arco de curva correspondiente a la grafica de la
funcién y = e* en el intervalo [0, In 3].
13. Un resorte elastico situado en un plano horizontal tiene un extremo

fijo a una pared. Se tira del extremo libre hasta alargarlo 10 cm. Ha-
lla el trabajo que realiza el muelle cuando su extremo libre pasa des-
de los 10 cm hasta los 5 cm respecto de la posicion de equilibrio.
La constante elastica del muelle es k = 2000 Nm~".
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[ Soluciones ]

1. Se divide el intervalo [2, 6] en n intervalos iguales de X = +1

4 7.Ra|'ces:0_x3—4x2—x+4é{
amplitud — mediante la particion:
n

Signo: @ @
{2, 244, 2+2[3], 2+3[4], 2+(n1)[4], 6} 1 1 4
n n n n 1 4
" _ S:f (x3—4x2—x+4)dx+f (—=x*+4x*+x—4)dx =
Zf(x,-)~c,-=4[1+1+2+1+4+...+1+2(n 1)‘: -1 w
1 n n n
_ 258
=:[(1+1+1+...+1)+2+4+6+n"'+2(n_1)]= 12
24+ 2(n—1) 8. Puntos de interseccion: Y
4 2 =", 8n — 4 A -
= “|\n+ =—-(n+n-1)= VA \J X
n n n n
Con los extremos superiores es analogo y se obtiene T T T
8n 4+ 4 o . SEN2X = COSX = X = ——, X = —, X = —
=T " En ambos casos el limite es igual: 2 6 2
n = =
lim [8n - 4] = im [Bn - 4] =8 S = fS(COSX ~ sen2x) o = [senx S5 9
n—oo n n—oo n *g - 4
2. T<8)dos los intervalos tienen amplitud ¢; = 0,5. S, = fz(sen2x _ cosx)dx = |—senx — cos2xfp _ 1
S f(x)-c, =051 + 1,8 + .. + 3+ 32 + 35) = 194 z 2 4
1
2 2 b2
5 9. X .YV _ 1 2 _ 02 o2
3.a)f(2x+1)dx:[x2+x]$:(25+5)—(1+1):28 2 1TV s gE X
1
a b2 a
8 V=2 2dx = 2m— 2 — x?)dx = —mab?
b) f 2 = [2inlx + 2/, = (2In5 — 2In1) = 2In5 “fo yrox=2n | @ - xd= o
X+ 2
; oy =228 [T~y dy = Lrap
2 x V, =2 X = — — = —T7a
c) fzcosxdx = [senx]2 = sen[g]— sen0 = 1 : ﬂj; v 7Yb2 0 ( vy 3TY
0
1 1 10. Punto de corte (16, 4). Y
d) f edx = [~e ], = (~e ) —(~e) = e —
- e
K X
4. a) Imf(x) = limflx) = 3=—=k=3 1 ®
x—1" x—1F 1 16 296
V=nr Wxde— | 2(x-7adx|=n
0 7 9 3

b) f_:f(x)dx:f_;(4—x2)dx+j:e%dx:

3 1

. L7 = 2Jx— 1 = () = x —1
4x—3‘ F[3INXE = 9+ 3 = 12 3

f Y ‘ 14
S-a)F/(X):X2+4X+5 L:j: 1+( X—1)dX:j:\/;dX:7U

3

5 X
b) G(x :flntdt:—f Intdt = G'(x) = —Inx n3
) G(x) ) R y—e =y =e L:f JTE e dx
0

X 5
K43 0 K43 Con el cambio de variable:
gHw= [ Vo= [ Jias [T Vi -
2% 2% 0 14 e =t = dy= t ot X=0=1t=+/2
zx\[ X2+3\[ 2—1 " |x=h3=1t=+10
= - tadt + f tdt =
j; 0 o g2 N
= H'(X) = 242x + 2x/x? + 3 L= fﬁ t2_1dt: t+2ln[t+1]ﬁ =
6. F'(x) = x> — 4x + 3 = (x — 1)(x — 3). Se anula para 1 10 — 1 2 _1
x=1yparax=3. ; 4 —(M—\/E)+2In[\/\/: ]—In[ﬁ
Se halla F(0) = 0, F(1):f(t274t+3)dt:§’ 10 + 1 2 11
0
3 Xp
F(3) = f (t — 4t + 3)dt = 0, F(5) = ? B dW=F-dc= Wi, = f FO) - o
Xy
200 005
Maximo: ?; minimo: 0. W = f (—2000x) dx = [-1000x*3% = 7,5 J
0,10
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Prueba final A

Nombre: Apellidos:
Curso: Grupo: Fecha:
Xy z X zy
1. Sabiendo que | 1 O —3 | = 42, calcula razonadamente el valor del determinante | 5 5 5
11 1 10 6 9
2Xx+y—z=0
2. Discute el sistema jax — y — z = a — 1y resuélvelo solamente para el caso a = 1.
3x —2az =a—1
3. Se considera la ecuacion matricial AX — 2X = B, donde A y B son las matrices siguientes:
4 0-5 111
A=1-1 5 0| B=|222
1-2 1 333
Resuélvela despejando convenientemente la matriz X y sustituyendo posteriormente los datos.
4. Dada la superficie esférica de centro C(1, 2, 0) y tangente al plano w: 2x + y — 2z + 20 = 0, se pide hallar:
a) La ecuacion general de la superficie esférica.
b) Las coordenadas del punto de tangencia.
c) El area de la superficie esférica y el volumen de la esfera que delimita.
5. Los planos i x —y —z +1 =0, ®,: x — 3y — 5z + 83 = 0 se cortan en una recta r. Determina:
a) La ecuacion paramétrica de dicha recta.
b) El angulo que forman dichos planos.
c) La ecuacion de otro plano que pasa por P(3, —5, 3) y corta perpendicularmente a los planos dados.
6. Dado el punto P(—3, 1,0) y la recta r: (1 + 3t, —1 + t, —2), determina:
a) La ecuacion del plano perpendicular a la recta y que pasa por P.
b) La distancia del punto a la recta.
c) Las coordenadas del punto simétrico de P respecto de la recta r.
R 2 i
7. Halla los valores de a y de b para que la funcién f(x) = a2+ bx — x S', X<2 cumpla las hipotesis del
x*+ax+8 si x>2
teorema del valor medio en el intervalo [—1, 4] y determina el valor o valores que verifican la tesis del teorema.
8. Se considera la funcion real de variable real f(x) = ;_ 1.
+ X
a) Estudia su monotonia y curvatura.
b) Representa graficamente la funcién determinando ademas sus asintotas.
9. Resuelve las siguientes integrales:
a) f3—x dx b) fidx
J5 + 322 x? — 3x
10. Se considera el recinto acotado y limitado por la funcién f(x) = e*, los ejes de coordenadas y la recta x = 1.
a) Determina el area de dicho recinto.
b) Halla el volumen del cuerpo de revolucion que se genera cuando el recinto anterior gira alrededor del eje de
abscisas.
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Soluciones

'|

S O x

oo N

© o<
Il
(€3]

—_

X z y
—5/10-96-99-9|=5
1 11

2. |Al = 2(a + 3)(a — 1). Por tanto:

Sia= -3ya=1=rg(A) = rg(A*) = 3 = numero de
incognitas = Sistema compatible determinado.

Sia=-3=rg9(A) = 2 = 1g(A*) = 3 =
= Sistema incompatible.

Sia=1 = rg(A) = rg(A*) = 2 < nimero de incogni-
tas = Sistema compatible indeterminado con un grado
de libertad (uniparamétrico). La solucion se escribe
X= -2\, y=X\2z= -3\ conxeR

6.

c) Los vectores 51 y 52, normales a m; y w, respectiva-
mente, son directores del plano

x—3y+5z-3
=1 A -1 -1
1 -3 -5

=0=m: x+2y-2z=-10

a)m3X+y+d=0ComoPer=d=8=
= m33x+y+8=0

b) M =xnr= 3(1 + 3t +
=t=—-1= M-2 -2, -2)

La distancia pedida sera:
JP

c) M es el punto medio del segmento PP/, donde
P'(x, y) es el simétrico de P buscado. Por tanto:

(-1+0)+8=0=

IPMl (—2)? =14 u

_2:x—3 _2:x+1

=X =—1 =y = -5,

2= g =z =—4= P(-1 -5 —4)

3.AX —2X=B=>(A-20X=B=X=(A-2)"B
7. lim f(x)= lim f(x) = a+2b—4=2a+12 = a=2b—-16
X—27 x—2%
2 0-5
A-2= —1 2 ? D A= 2 =1 fl2)=f(2)>b=a+8=a=0yb=28
N . 310 —15 La tesis del teorema dice que:
or tanto, resulta (A —2)""=|1 _3 _5 e
1 -4 -6 Jc e (-1, 4)/7'((4) =1 _ f'(c):>§= f'(c) =
4—(—) 5
3-10-15|[ 111 —62 —62 —62 ) g_oo. 3B 7
= X=|1-3 -5 |222|=|-20-20-20 €ss 8-€=97=C¢=9
1 -4 —6)333 25 25 —25 =
33 33
c>2 20=—=cC=
5 10
. 242+ 20
4.a)Rad|or:d(C,7r):|7:8 8.D=R - {-2}
Jad+1+4 s 6
f(x) = ~>0; f'(x) = ———— =0, W eD.
(X—12+(y =2+ 22 =64 x>+ y> + 72 —2x— 4y =59 2+ x) (24 x)
No tiene extremos relativos [y
X =14 2\ ni puntos de inflexion. Cre- |
b) T =xnr donde r(CA): {y =2+ X\ ciente en todo D.
Z = -9\ Si x € (—oo, —2) es concava —— .
B hacia arriba y en (=2, +) ]
20+20) +@2+N-2(-2)+20=0= es concava hacia abajo. 4 X
8 19 14 16 Asintota vertical: x = —2. |
>AN==—=T|— —, — , , |
3 3 3 3 Asintota horizontal: y = 1. |
6x
9. a fidx:\/5+3x2 +C
c) A = 4xr? = 256, V = %‘KI’S = %ﬂ ) 245 + 3x?
b)zf K _ ALK g -dn+c
3J x—-3 3 3 3
’ X ==X ; ]
5. a) {X_y_z__ Sy =1-2x 10. a A:fe*Xo/x:[—e*X]1 —1- Ly
x—3y—5z=-3 N ) . 0 .
b) ey il [ PO
n-n V=ﬁfe’x ax = w|— = —|1——|u
b) cosa — Ml 1345 om0 gy a9y e 2, 2[ e2]
A RNENET
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MATERIAL FOTOCOPIABLE

Prueba final B

Nombre: Apellidos:
Curso: Grupo: Fecha:
1 3 —a 4 X
1. Se consideran las siguientes matrices: A=|1 a 1[,B=|2|,X=|y|
14 -5 6 z

. Se consideran las rectas: r: {2

10.

Resuelve la ecuacion matricial AX = B por el método de la matriz inversa en aquellos casos en los que existe A™".

6x + 4y + 2kz = 2

. Discute segun los valores del parametro k y resuelve el sistema jkx +y —z = 2

5x + 3y + 3z = 2k

a+b b+c c+a a
Sin desarrollar los determinantes, demuestra la siguiente igualdad: |m+n n+1 I+m|=2m
X+y y+z z+x X

< 3>T
N —O

X—y=2 s 2x —z=-2
x—z=—1""|2y—mz=6"

Halla el valor de m para el que las rectas r y s son paralelas.
Para el valor de m obtenido, determina la ecuacion del plano que contiene a las dos rectas.

Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(3, —1, 0) y corta perpendicularmen-
te a la recta:

X =3+2X
rrqyy =4+Xx
z=5+4+3X

. Cada una de las ecuaciones paramétricas siguientes corresponde a un lugar geométrico:

1) xX=3+X Il X = 24 2cost
y=2+X y = —14 2sent

a) Elimina el parametro en cada una, determina sus ecuaciones cartesianas e identifica de qué lugares geomé-
tricos se trata.

b) Halla las coordenadas de los puntos comunes a ambos lugares geométricos.

. . . 1
Se considera la funcion real de variable real f(x) = —_—
1+ sen®x
a) Calcula los extremos relativos y/o absolutos de la funcion en el intervalo cerrado [—m, =].

b) Halla la ecuacién de la tangente a la grafica en el punto de abscisa x = %

X

e* —1
x2 —x
a si x=0

si x=0

Dada la funcion f(x) =

a) Determina su dominio y calcula los limites laterales cuando x — 1.
b) Estudia su continuidad y halla el valor de a para el que f es continua en x = 0.

2 —
Calcula el siguiente limite: IimM.

x—1 X
f e dt
1

Se considera el recinto limitado por la funcion f(x) = —“X:-; el eje de abscisas y la recta x = 3.
X
a) Determina el area de dicho recinto.

b) Calcula el volumen del cuerpo de revolucion que genera el recinto anterior al girar alrededor del eje de abscisas.
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[ Soluciones ]

. Como |A| = (a — 2)(a — 7), A" existe siempre que
a=2ya= 7. Entonces la solucion del sistema es:

—Ba—4 15—4a 3+& 4]
4

X=A"B= 6 a-5 —1-a
. |Al = 2(3k? — 11k + 8) = 2(x — 1)(3k — 8). Por tanto:

1
(a—2)(a—7){ 4—a 1 a—3

3a—8]

Sik=1yk :c% = r1g9(A) = rg(A*) = 3 = numero de
incognitas = Sistema compatible determinado. La solu-
cion es:
X_—2(k2—k+3)
(k—1)(3k—8)

_ K -TK+13 4K +9Kk-3
" (k-1)(Bk—8)""  (k—1)(3k—8)

Sik:1ok:§:>rg(A):2¢rg(A*):3:>

= Sistema incompatible.

a+b b+c c+a
m+n n+1l I+m|=
X+y yY+2z z+x

2@+b+c) b+c c+a

=|12m+n+1) n+l I+m|=
2x+y+2) y+z z+x
a b+c c+a a b+c c
=2m n+! I+m|=2m n+/| [||=
X y+z z+x X y+z z
a b c
=2m n |
X y z

. Las rectas en forma paramétrica son:

X =\ X =npn
ryy =-2+Xx Sty =3+ m+mp
z=1+2X z2=24+2u

Los vectores directores son: 4 = (1,1, 2) yv = (1, m, 2).
Para que sean paralelas, m = 1. El plano que las

contiene tiene por vectores directores U y AB, con
A0, =2, 1)e ry B(0, 4, 2) € s, por lo que resulta:

X y+2 z-1
|1 1 2 =7X+y—-62+8=0
0 6 1

. La recta r estd determinada por A(3, 4, 5)yu = (2, 1, 3).
Un vector normal a la recta s que corta perpendicular-
mentearesv =4 x PA = (—10, —10, 10) ~ (1, 1, —1),
y un vector director de s sera:

X =3+ 4p
d=V xU=(4, -5 —-1)=s1y=-1-5u
Z = —

6.a) {t:X_3=>x3:y2:>xy1:O.
t=y—-2

Se trata de una recta en el plano.

Teniendo en cuenta la relacion fundamental de la tri-
gonometria, sen®t + cos?t = 1, se tiene:

cost:x_z; sent:%“#
Y 2

é(X 2)+(Y+1):1@
4 4

SX-2P+y+1)=4
Circunferencia de centro C(2, —1) y radio r = 2.

b) Puntos de corte: =2F +y+1" =4 _ |X
X=y-1=0 X, =2

Los puntos son A(0, —1) y B(2, 1).
7. a) D = R. f es continua y positiva en D.
Fix) = —2senx cosx

[1+ sen®x]?
El signo de la derivada se da en la tabla:

:O:>X:O,x:iﬂ,x:ig

b 0 +’1T i
—r _— =
2 2

f - + - +

f

T s 1

Como f(—x) = f(x) = f(0) = 1, fl——| = f|=| = —,

(=m) = f(m) = 1(0) [2] [2} )

significa que estos son los maximos y minimos ab-
solutos, respectivamente.

_T

4

b) Punto de tangencia: A

3, 2]. Pendiente:

| 4 - 2 4
m=f 1 =—§:>Ecua0|on:y—§=——x

9
8.a)D=R-{1). ImS -1 _¢e=1___
=1 X(x — 1) 0~
im e’ -1 e—1_+C>O
=1 x(x = 1) 0"
b) lim - — 1 im—2 — —e. La funcidn ser4 con-
=0 x(x —1) x=02x —1
tinua en x = 0 & a = —e. Es continua en todo el

resto del dominio excepto en x = 1, en el que tiene
una discontinuidad inevitable con salto infinito.

2x 4+ 1
2 _ 2 _
9_hmln(x + X 1)_| X +x-1_3
X—1 X X—1 eQx e2
f e dt
1

10. f es continua en todo su dominio, D = [—1, +o0).

a)A:f_st

1X+5

2y 2
A:fi'Qtdt:f
o 2+ 4 0

2

= \QI - arctg;‘ =(4 -7 u?

0
3 2 3
nf[‘/XH]dx:ﬂf X1 g
il x+5 _1(x + 5)?
[ S dx fs dx
L -4
Xx+5 4(x +5)?

3
InIX+5I+4} = ﬂ[|n2—1] ul
X+5], 2

dx; tomando x + 1 = t? resulta:

28 lg—
2+ 4

b) VvV =

Iy
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